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Uvod

Tento ucebni text obsahuje vyklad zakladd teorie pravdépodobnosti v rozsahu, ktery je
potfebny pro navazujici pfedméty, zejména matematickou statistiku, ekonometrii, planovani
experimentl, specialni statistické metody, management procest a dalsi.

Moderni teorie pravdépodobnosti je budovana s vyuZitim teorie mnozin a teorie miry. Proto
jsou potiebné pojmy definovany ve zjednodusené podobé v kapitole Teorie miry.

Zpisob vykladu odpovida zavedenym zvyklostem v matematickych disciplinach, tzn. nové
pojmy jsou uvadény v definicich podle zasady, Ze k vysvétleni jednoho pojmu mohou byt
pouzity jen pojmy diive definované. Tvrzeni jsou uvadéna ve vétach bez dikazi, ty jsou
provedeny na ptednaskach a jen u vét, kde diikaz pomaha 1épe pochopit obsah tvrzeni.

K usnadnéni studia by mély napomoci ilustra¢ni ptiklady a ptiklady na konci kazdé kapitoly.



Kombinatorika

1. KOMBINATORIKA

@ Cas ke studiu: 1 hodina

—?@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

a) definice zdkladnich pojmul z kombinatoriky

b) vzorce potiebné pro vypocet pravdépodobnosti v dalSich kapitolach

Vzhledem k tomu, Ze kombinatorika je naplni stfedoskolské matematiky, uvadime jen ptehled
definic a vzorcl bez dalsiho vysvétlovani. Jedna se tedy o shrnuti poZadovanych znalosti.

2 Shrnuti pojmi z kombinatoriky

Definice 1

Variace k-té tfidy z n riznych prvka je urcitym zpiisobem uspofadana k-prvkovéa podmnozina
dané n prvkové mnoziny. Na uspotfadani prvki v této mnozin¢ zalezi.

Véta 1

Pocet variaci k té tfidy z n prvki je

n!
V (n) =
i (1) (n—k)!
(1
Definice 2
Permutace z danych n prvki je ur€ité uspofadani téchto n prvki.
Véta 2
Pocet permutaci z n prvki je
P(n)=n!
)

Definice 3

Kombinace k-té tfidy zn riznych prvkl je urcita k prvkova podmnozina dané n prvkové
mnoziny. Na uspotradani prvka v této mnozin€ nezélezi.




Kombinatorika

Véta 3

Pocet kombinaci k té tfidy z n prvk je

n:
G = o

3)
Definice 4

Variace k-t¢ tfidy z n riznych prvka s opakovanim je skupina k prvkl urcitym zptisobem
uspotadanych, z nichz kazdy je prvkem dané n prvkové mnoziny.

Véta 4

Pocet variaci k té tftidy z n prvka s opakovanim je

Vi(n)y=n"
4)
Definice 5
Kombinace k-té tfidy z n riznych prvkl s opakovéanim je skupina k prvk,

z nichz kazdy je prvkem dané n prvkové mnoziny a mtize se ve skupin¢ opakovat.

Véta 5

Pocet kombinaci k-té tfidy z n prvki s opakovanim je

. n+k-1
Ck(”):( k J

(5)
Definice 6

Permutace n = n; + ny + ... + ng prvka s opakovanim je urCité uspotradani skupiny n prvka,
v niz je k prvkil navzajem riznych a i-ty prvek se vyskytuje n; — krat.

Véta 6

Pocet permutaci s opakovanim z definice 6 je

n!

nl..n!

P'(n)=

(6)




Kombinatorika

Véta 7 (binomicka) :

(a+b)' = i(:ja”‘kbk

k=0

(7)
Véta 8 (pro ptiblizny vypocet mocniny dvojclenu)
(1+a)" = 1+na
(8)
pro mala a.
Piiklad  1,002°° = (1+0,002)° =1+ 50.0,002 = 1,1 (pfesn& = 1,10506)
Véta 9 (Stirlingliv vzorec pro piiblizny vypocet n!)
nl=n".e"A2..n
9)

Eulerova funkce gamma

Eulerova funkce gamma se vyskytuje u nckterych typt rozdéleni pravdépodobnosti, se
kterymi se pracuje v dalSich kapitolach.

Definice 7

C(x)=|e't"'dt, x>0

O ey 8

(10)

Vlastnosti Eulerovy funkce

Véta 10

a)
xeR=>T(x+1)=xI(x)

b)
r()=1




Kombinatorika

ne N=>IT(n+l)=n!

d)

Uvedené vlastnosti umoziuji vypocet nékterych hodnot I'(x).
Naptiklad
['(S)=Tr4+1)=4!

ren>=r{%+&jzlf(lj:ﬁz.

2 \2 2

) | Otazky ke Kkapitole 1

Jaky je rozdil mezi pojmy kombinace a po¢et kombinaci
Jaky je rozdil mezi pojmy kombinace a variace

Jaky je rozdil mezi pojmy variace a variace s opakovanim?
Co znamena s opakovanim?

Jak se Cte zapis n!

Vypocitejte 3!, 0!

Napiste funkci gamma

Uved'te vlastnosti funkce gamma

Vypocitejte I'(5) aI'(1,5)

. Jak se pocita odhad faktorialti velkych ¢isel

0. Napiste binomickou vétu

et e

—~ 00N LA




Teorie miry

2. TEORIE MIRY

@ Cas ke studiu: 2 hodin

—7@ Cil: Vysvétlit ty pojmy z obecné teorie miry, které jsou potfebné v dalSim textu.

Moderni teorie pravdépodobnosti je budovéana s vyuzitim teorie mnoZin a teorie miry. V této
kapitole proto vysvétlime potfebné pojmy.

|_||_| Vyklad

=g

Definice 1
1) Mnozina A se nazyva konecna, obsahuje-li konecny pocet prvki. V opacném

ptipadé je nekonecna.

2) Mnozina se nazyva spocetna, je-li kone¢nd, nebo ekvivalentni s mnoZzinou

prirozenych ¢isel.

4) MnozZina, jejiz prvky jsou opét mnoziny, se nazyva systém mnozin (misto

mnozina mnozin).

Systémy mnozin, které maji nékteré specialni vlastnosti, jsou specialn¢ pojmenované.

Definice 2

Neprazdny systém S podmnozin mnoziny Q se nazyva

a) okruh, jestlize pro libovolné A, B € Sjetaké AUBeS, A-BeS
b) algebra, jestlize S je okruh a také Q e S

Definice 3
Algebru resp. okruh nazveme o algebra resp. o okruh, plati-li implikace:

4 eS=|J4eS proi=123, ..

i=1




Teorie miry

Definice 4

a) Je-li Q libovolnd neprazdna mnoZina a S systém podmnoZin mnoziny €2, pak funkci
u, definovanou na S, nazyvame mnozinova funkce, jestlize kazdé mnozZiné E € S
ptifadi ¢islo pu (E), tedy £: S = R

b) Mnozinova funkce  je aditivni, jestlize u(A4uU B) = u(A)+ u(B)

¢) Mnozinova funkce p je o aditivni, jestlize plati

IUU 4; = Z u(4,)
=1 i=1

Definice 5

Necht’ S je o okruh podmnozin mnoziny Q. Mnozinova funkce p definovana na S se nazyva
mira, jestlize plati:

a) VAeS je wu(A4)=0
b) 1 je o aditivni
) u(®)=0

Tedy: mira je nezaporna, ¢ aditivni mnozinova funkce, definovana (vzdy) na ¢ okruhu, pro
kterou u(®)=0.

Vlastnosti miry

Véta 1
#(4Y B) = p(A)+ u(B) — u(AN B)

Véta 2
u je neklesajici, tj. A < B = u(A) < u(B)

10



Teorie miry

Nk W=

Otazky ke kapitole 2

Jaky je rozdil mezi mnozinou konec¢nou a spocetnou
Kdy je systém mnozin okruhem (algebrou)

Co je sigma okruh (algebra)

Definujte miru

Uved’te vlastnosti miry

11



Jevova algebra

3. JEVOVA ALGEBRA

@ Cas ke studiu: 2 hodin

@ Cil
a) vysvétlit zejména dva zékladni pojmy: ndhodny pokus a nahodny jev

b) ukdzat vyhody mnozinového pojeti téchto pojmil

c) ukazat styl prace pti budovani matematické teorie

V této kapitole zavedeme dilezity pojem nahodny jev a také operace s jevy, které umozni
modelovat sloZitéjsi situace. Vyjdeme z nedefinovaného pojmu pokus.

|_||_| Vyklad

i

3.1 Zakladni pojmy

Definice 1.
Ndahodny pokus je takovy pokus, jehoz vysledek neni pfedem znam.

Popsat (urcit) pokus znamena:
- urcit mozné vysledky pokusu
- stanovit u kazdého vysledku, jakou ma Sanci, Ze nastane.

Reseni prvého tkolu vede k pojmiim jev a jevova algebra, druhy k definici pravdépodobnosti,
vétam o pocitani s pravdépodobnosti a ndhodné proménné.

Definice 2.

Elementarni jev je vysledek ndhodného pokusu.
Mnozina vSech elementarnich jevi se znaci Q.

Definice 3.

Jev je kazda podmnozina mnoziny €.

Jevy znacime stejné jako mnoziny: A,B,... . Je-li Q kone¢nd mnozina, pak nalezenim vSech
jejich podmnozin nalezneme vSechny jevy. Vznikne tak systém podmnozin mnoziny €, ktery
se nazyva jevové pole a znaci se S.

12



Jevova algebra

Piiklad

Je-li ndhodnym pokusem hod hraci kostkou, pak mnozina elementarnich jeva bude
QO =11,2,3,4,5,6 rakazda jeji podmnoZina, napt. 11, 2, 4, 61, je jev.

3.2 Operace s jevy

Mnozinové definovani jevl se postupné ukaze jako velmi uzite¢né. Napf. s jevy = mnoZinami
lze provadét vSechny mnozinové operace. Je potieba jen vysvétlit, co se rozumi jednotlivymi
operacemi v jevove algebie.

Definice 4.

1) Sjednocenim dvou jevii A U B se rozumi, ze nastal alespon jeden z nich.
2) Prinik dvou jevll 4 N B znamena, ze nastaly oba soucasné.
3) Opacny jev 4 k jevu A znamend, Ze nenastal jev A.

3.3 Specialni jevy a skupiny jevu

Definice 5

1) Jisty jev je takovy jev, ktery urcité nastane. Znaci se Q.

2) Nemozny jev je takovy jev, ktery urCit€ nenastane. Znaci se @, tj. jako prazdna mnozina.

3) Jevy A, B jsou navzdjem disjunktni, jestlize AN B = ®.
4) Jevy navzajem opacné jsou takové jevy, pro které plati:

a) AuA=Q,
by ANA=D.
5) Uplnd skupina jevii: Jevy Ay, A, . . ., A, tvoii tplnou skupinu jeva, jestlize plati:

n
AlVAU...UA,= Z.L_JIAZ=Q.

3.4 Prehled hlavnich zakonii v algebre jevi

Véta 1
a) zékony idempotence:
AUA=4
AnA=4
Aud =4
AND =
AuQ=0Q
ANQ =4

13



Jevova algebra

b) zékon opacnych jevi

¢) pro prinik a sjednoceni jevi plati zakon komutativni, asociativni a distributivni

AUB=BUA, AnB=BnNnA
AVUBUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANnB)NC
AVBNC)=(AuB)N(AuC), ANn(BUC)=(ANnB)u(AnC)

d) zékony de Morganovy

(AUB)=ANB
(ANB)=AUB

V minulosti se nerozliSoval pojem jev a elementarni jev a nevyuzival se k definovani jevu
pojem mnoZina. Také operacni znaménka nebyla mnoZinova, ale ,,+“a ,,-*.

Mnozinové definovani jevli ma napf. tyto vyhody:

a) neni potfeba definovat operace s jevy = mnozinami,

b) neni potieba dokazovat vlastnosti operaci s jevy,

c¢) snadno se naleznou vSechny jevy = podmnoziny Q,

d) snadno se definuje pojem pravdépodobnost jevu, jak uvidime v néasledujici kapitole.

2 Shrnuti

V této kapitole byly objasnény dva vyznamné pojmy: nahodny pokus a ndhodny jev. U
definice jevu bylo ukdzano,Zze mnoZinové pojeti tohoto pojmu umoZni snadno definovat
operace s jevy a ukazat vlastnosti téchto operaci.

o Otazky ke kapitole 3
&

Definujte jev jako mnozinu.

Které operace s jevy znate?

Které specialni jevy znate?

Ukazte na Vennovych diagramech zékladni vlastnosti operaci s jevy.
Definujte jevové pole. Jak se znaci?

Jaké dv¢ vlastnosti musi mit opacné jevy?

SNk =

14



Jevova algebra

7. Co je to uplna skupina jevii?

8. Uved'te de Morganovy zdkony.

9. Jaké vyhody méa mnozinové definovani jevii?

10. Jaky je rozdil mezi pokusem a ndhodnym pokusem?

11. Uved'te ptiklad ndhodného pokusu, elementarniho jevu a jevu.

-

:@1 Ulohy ke kapitole 3

1. Ovéite, zda jevy AU B, AN B, AN B,AN B tvoii uplnou skupinu jevii.

2. Urdete jev X tak, aby jevy ANBNC, X, BN (AUC),BNCNA,ANBNC
tvotily plnou skupinu navzajem disjunktnich jevu.

3. A, B,C jsou tfi libovolné jevy. Vyjadrete, Ze se uskuteCnily:
a) pouze jev A,
b) prave jevy A a B,
c) praveé dva jevy,
d) ani jeden jev,
e) vSechny jevy,
f) aspoil dva jevy,
g) ne vice nez tfi jevy.

4. Ke zkousce jde 10 studentil. Jevy Ay, By, Ck po fad¢ znamenaji, Ze zkousku udélalo:
- alespon k studentt
- nejvyse k studentl
- pravé k studentt.

Kolik studentii udélalo zkousku, jestlize nastaly jevy:

a) Ar N As d C,
b) Az |\ A3 e) B2 M B4
C) C3 f) B, U By
5. Zapiste pomoci symboliky uvedené v piikladu 3 jevy:

a) zkousku udélali dva az tfi nebo tfi az Ctyii studenti,
b) zkousku udé€lali nejvyse Ctyfi nebo alespoii sedm studentil.

6. Student udéla zkouSku (jev A), jestlize napiSe Usp&Sné pisemku (jev B) a zodpovi pii
ustni zkouSce alespont jednu ze tii otazek (Ci : zodpoveédél i-tou otazku, i=1, 2, 3).
Vyjadiete jev A pomoci jevii B a C;,

15



Jevova algebra

,9 ~]  KLIC K RESENI KAP. 3

Reseni(1):
Maji-li tyto jevy tvofit iplnou skupinu jevi, musi platit:
(AUB)U(ANB)U(ANB)U(ANB)=1
PouZijeme vztah: 4 UB=ANB:

(AUB)U(ANB)YU(ANB)U(ANB)=1=(ANB)U(ANB)U(ANBYUANB)=1
=S[ANBUB|U[ANBUB)]=1=>AnDHuAn])=1=

=Aud=1.

Reseni(2):

(ANBNC) U XU BN (AUC)U(BNCNA)U(ANBNC)=1
(ANBNAC)U X U (BNANC)UBNCNA)UANBNC)=1
[ANBN(CUC)|U[BNAN(C uO)uX =1
BN(AUuA)UX =]

BuX=I=X=B

Re3eni(3):
a) AnNBNC
b) ANBNC
) (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)
d ANBNC
e) AnBNC
) (ANBNC)YU(ANBNC)YU(ANBNC)U(ANBNC)
)

Reseni(4):
a) zkousku ud¢lali alespoii 3 studenti,
b) zkousku udé¢lali alesponi 2 studenti,

¢) opacny jev k ,,prave tfi“:nejvyse dva nebo alesponi Ctyti studenti,

16



Jevova algebra

d) opacny jev: alespon jeden student,
e) zkouSku udélali nejvyse dva studenti,

f) zkousku ud¢lali nejvyse Ctyii studenti.
ReSeni(5): a) A, N By b) By U Ay
Reseni(6):

Jev A nastane, nastane-li jev B a soucasné alespon jeden

Zjthl Cy, Cy, Cs, tj. A=Bn (Ciu Cu Gy)

17



Definice pravdépodobnoti

4. DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI

@ Cas ke studiu: 2 hodin

@ Cil

a) definovat pojem pravdépodobnost a ukdzat souvislost s pojmem mira

b) ukazat dva praktické navody na vypocet pravdépodobnosti jevu

Po zavedeni pojmu ndhodny jev se budeme zabyvat otazkou definovani pravdépodobnosti
nahodného jevu a zplisoby vypoctu této pravdépodobnosti.

LLI] Vyklad

Na pocatku tfeti kapitoly jsme konstatovali, Ze k popisu ndhodného pokusu je potieba zjistit
mozné vysledky pokusu a stanovit, jakou maji ,nad¢ji”, Ze nastanou. Problém nalezeni
moznych vysledkl (jevl) je vyfeSen nalezenim jevového pole. Nyni budeme precizovat
pojem ,,nad¢je” jevu A jako jeho pravdépodobnost a uvedeme nékolik zpusob, jak ji vy¢islit.

Definice 1 (axiomatickd)

Pravdépodobnost jevu A je mnozinova funkce P, definovand na jevovém poli S a pfifazujici
kazdému jevu A Cislo P(A) takove, ze plati:

a) P(A)=>0
b) P((Y)=1
c) Je-liAnB=®,pak P(A U B)=P(A)+P(B)

Z definice je zfejmé, Ze pravdépodobnost je mira P, definovana na jevovém poli S. Protoze
v bodé b) je ddna maximalni hodnota této miry, hovofime o mife s normou.

Definice 2.

Trojice (€,S,P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Vlastnosti, uvedené v definici 1, jsou axiomy teorie pravdépodobnosti (autorem je
Kolmogorov, 1933). Protoze nedavaji prakticky navod, jak pravdépodobnost jevu vypocitat,
zavadeji se dalsi definice pro prakticky vypocet.

18



Definice pravdépodobnoti

Definice 3 (klasickd)

Ma-li pokus
a) konecny pocet n
b) stejné pravdépodobnych vysledki

a jestlize pti m vysledcich nastane jev A, pak pravdépodobnost jevu A je vyjadiena

éislem:
Py="
n

(1)

islo m byva oznadovano .podet piiznivy Hpadi a &islo 7 je .. pod - Fipadi.
Cislo m byva oznacovano ,,pocet piiznivych pifipadu* a &islo 7 je ,,pocet moznych piipadu‘

Bez omezujicich predpokladt klasické definice lze pravdépodobnost odhadnout pomoci
statistické definice:

Definice 4 (statistickd)

Necht jev A je jednim z moznych vysledkli pokusu. Jestlize pfi n-ndsobném opakovani
tohoto pokusu nastane jev A pravé m(A4) - krat, pak pravdépodobnost jevu A odhadujeme
pomeérem:

P(A4) z%A)

2)

Cislo m(A) se nazyvé absolutni Eetnost jevu A, &islo je relativni Cetnost A.

m(A)
n
Ptesnost odhadu zavisi na poctu opakovani dan¢ho pokusu (n): pii malém poctu pokust ma
relativni Cetnost znacné€ kolisavy charakter, s rostoucim n dochéazi ke stabilizaci poméru
m(A)

n

a pii neomezeném pocCtu pokust je relativni Cetnost rovna pravdépodobnosti.

Hovotime o konvergenci m(4) podle pravdépodobnosti k P(A).
n

Piesné tuto skuteénost popisuje nasledujici véta.

Véta 1 (Bernouliova)

Velic¢ina m(4)
n
¢islo ¢ >0 plati

konverguje podle pravdépodobnosti k velicin€ P(A), jestlize pro libovolné

19



Definice pravdépodobnoti

lim P(‘M — P(4)
n

<g)=1 pron—owo

Otazky ke kapitole 4

SNk W=

a

~

L]

81 g

Které¢ definice pravdépodobnosti znate?

Uved'te axiomy teorie pravdépodobnosti.

Definujte pravdépodobnostni prostor. Jak se znaci?

Uved'te podminky klasické definice pravdépodobnosti.

Uved’te statistickou definici pravdépodobnosti. V ¢em se zejména 1isi od klasické
definice? Ktera véta tuto odliSnost formuluje?

Uved’te ptiklad, kdy lze pouzit k vypoctu pravdépodobnosti jen klasickou definici.
Jsou splnény potiebné predpoklady?

Uved’te ptiklad, kdy Ize pouzit k vypoctu pravdépodobnosti jen statistickou definici.
Uved'te piiklad, kdy 1ze pouzit k vypoctu pravdépodobnosti klasickou 1 statistickou
definici.

Ulohy ke Kkapitole 4

Do kolony bylo ndhodné sefazeno sedm automobilli: ¢tyti vozy T 613 a tfi vozy T
603. Jaka je pravdépodobnost, ze prvni a posledni viiz je T 613?

V osudi jsou 4 Cerné a 6 ¢ervenych kouli. Nahodn¢ vybereme 4 koule. Jaka je
pravdépodobnost, ze tfi budou Cervené a jedna Cerna?

V zastupu sedmi lidi jsou tii Zeny. Jaka je pravdépodobnost, Ze zZeny stoji
bezprostfedné za sebou?

V osudi je deset cernych a deset bilych kouli. Nahodné je vytazeno sedm kouli.
Urcete pravdépodobnost, Ze:

Ctyfi z vytazenych kouli jsou bilé,

alespon pét vytaZzenych kouli je bilych,

mezi vytazenymi koulemi je ¢ervenych vice.

Na MS v hokeji hraje osm druzstev systémem kazdy s kazdym dvakrat. Jaka je
pravdépodobnost, Ze hned v prvnim zépase se utkaji nejlepsi dvé druzstva,
predpoklada-li se, ze druzstva jsou rozlosovana bez ohledu na vykonnost?

Ze 12 vyrobku je 25 % vadnych. Nahodn¢ vytahneme 4 vyrobky. Jaka je
pravdépodobnost, Ze pravné 50 % z nich je vadnych?
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Definice pravdépodobnoti

7. V telefonnim seznamu nadhodné vybereme jedno Sestimistné Cislo (mize zacinat nulou a
pfedpoklada se, Ze v seznamu jsou pouzita vSechna Sestimistna Cisla).

Jaka je pravdépodobnost, ze

a) neobsahuje nulu,
b) obsahuje jednu trojku,

8. Do cile automobilového zavodu piijely &tyfi vozy znacky Skoda, ti znatky Moskvi¢ a

dva znacky Fiat. Jaka je pravdépodobnost, Ze vozy stejnych znacek piijely za sebou?

9. Mezi deseti vyrobky jsou Ctyfi prvni jakosti, tfi druhé jakosti, dva tfeti a jeden Ctvrté
jakosti. Z téchto vyrobkii ndahodné vybereme a) Ctyfi, b) tfi.

Jaka je pravdépodobnost, Ze kazdy z vybranych vyrobkl mé jinou jakost?

,9 ~  KLIC K RESENI KAP.4

Reseni(1):

Na prvni a posledni misto v kolon€ 1ze postavit vozy T 613 celkem V»(4) zptisoby. VSech
moznych zpusobl sefazeni sedmi voza je P(7), automobily mezi prvnim a poslednim
vozem lze setadit P(5) zplisoby. Proto vychazi:

b Vi&PO) 1
P(7) 7

Reseni(2):
Vybrat 4 koule znamena vytvorit ¢tvefici. VSech moznych ¢tveric 1ze vytvotit Cy(10).
,»PIiznivé* budou ty, v nichz jsou tfi Cervené a jedna cernd koule. Takovych Ctvefic je
mozné vytvorit C3(6).C;(4). Proto dostaneme:
b COCH 8
C,(10) 21

Reseni(3):
Zeny mohou stat na 1. — 3. misté, 2. — 4., ...., tj. celkem je 5 moznosti. V kazdém
postaveni lze Zeny sefadit P(3) zplisoby a ostatni P(4) zptisoby. Proto:
pPR-PA o _1
P(7) 7
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Reseni(4):
_ C,(10)-C,(10)
- C,(20)

a) p

_ Cs(lo) 'Cz(lo) n Cé(lo) 'Cl(lo) n C7(10)

b) P
C.(20) C.(20) C.(20)

¢) ¢erné jsou alespon Ctyfi:

pP= C4(10) 'C3(10) + Cs(lo) 'Cz(lo) n Cs(lo) 'Cl(lo) n C7(10)
C,(20) C.(20) C,(20) C,(20)

Reseni(5):

Hraje-1i kazdy s kazdym dvakrat, budeme pii tvofeni vSech moznych dvojic rozliSovat
poradi, potom vSech moznych dvojic je V2(8). Nejlepsi dvé druzstva (A, B) Ize vylosovat
k prvnimu utkdni dvéma zpiisoby: (AB), (BA). Proto:

S
V.8 28
Reseni(6):
b CBC,O 12
C,(12) 55
Reseni(7):

a) neobsahuje-li nulu, je tvofeno z Cislic 1, 2,..., 9 ; takovych Cisel lze vytvofit ¥ (9) ;

viech Sesticifernych ¢isel je ¥, (10), tedy

s

ACN
7, (10)

>

b) necht trojka je napt. na 1. miste.
Zbyva 9 cifer, z nichZ tvotime vSechny mozné pétice k obsazeni zbyvajicich péti mist.

Takovych pétic je V; (9) . Trojka miize byt na Sesti mistech, takze

p_ 67O

=225 ) 0354
v, (10)
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Reseni(8):
Jeden z moznych dojezdd znagek je napt. SEM. Timto zptisobem mohou vozy piijet 4! 2!
3! zptsoby. Skupiny téze znacky lze ptifazovat 3! zptsoby, celkem je tedy 3! (4! 2! 3!)

moznych dojezdl, kdy vozy téze znacky ptijedou za sebou. VSech dojezdi je 9!, takze

(412131
p_d@23) 1
9! 210

Reseni(9):

a)
P . GAHCRCDCOH _ 4
) C,(10) 35

b) pii vybéru ti1 vyrobkil jsou Ctyfi moznosti jakosti : I, IL, IIT; I, IL, IV; I, II1, IV;
II, 111, IV. Proto

_C#.C0).C12)+CHEB).CM+CA.CR)CM+CAR).CR.CM S
- C,(10) 12

P
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Véty o pocitani s pravdépodobnostmi

5. VETY O POCITANI S PRAVDEPODOBNOSTMI

@ Cas ke studiu: 2 hodin

@ Cil

a) uvést zékladni véty, které umoziuji pocitat pravdépodobnosti jevil,
vytvorenych operacemi s jinymi jevy

b) ukézat zakladni situace, pii kterych je potieba provadét operace s jevy

Definice pravdépodobnosti, uvedené v pfedchozi kapitole, neumoziiuji vypocitat
pravdépodobnost jevu, ktery vznikl jako vysledek operaci s jevy. K tomuto ucelu slouzi véty
0 pocitani s pravdépodobnostmi.

L] Vyklad

Véta 1 (pravdépodobnost opa¢ného jevu)

P(A)=1- P(A)
(1)
Véta 2 (pravdépodobnost nemozného jevu)
P(®)=0
Definice 1 (podminéné pravdépodobnost)
Pravdépodobnost jevu A za podminky, ze nastal jev B (P(B) > 0), zapisujeme P(A|B)
a pocitame:
P(ANB
P(A|B)= PANE)
P(B)
(2)
Véta 3 (o pravdépodobnosti priniku)
P(A N B)= P(B).P(AB)=P(A).P(B|A)
3)
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Véty o pocitani s pravdépodobnostmi

Véta 3 je disledkem definice 1. Dva zpiisoby vypoctu jsou uvedeny proto, ze ANB=BN A,
takZze zaménime-li na levé strané A a B, dostavame

P(ANB)=P(Bn A)= P(A).P(B| 4)

Definice 2

Jestlize P(A|B)=P(A4), tj.podminénd pravdépodobnost se rovnd nepodminéné, nazyvame
jevy A a B navzdjem nezavislymi.

Specialné, jsou li A a B nezavislé jevy, je
P(AN B)=P(A).P(B)

Poznamky

a) Mluvit o nezavislosti méa smysl az tehdy, je-li definovana pravdépodobnost: nezavislost je
pravdépodobnostni pojem, na rozdil od neslucitelnosti, kterd je mnoZinovy pojem.

b) JestliZe jsou jevy A, B nezavislé, jsou nezavislé i dvojice jevii:
(4,B), (4,B), (4,B).
¢) Nezavislost jevit se neposuzuje podle definice, ale podle konkrétnich podminek pokusu.

Véta 4 (o pravdépodobnosti sjednoceni)

P(A UB)=P(A) +P(B) - P(A N B)
Specialné, jsou li A a B neslucitelné jevy, pak P(4N B)= P(®) =0, takZe
P(AUB)=P(A)+ P(B)

Véta 5 (véta o uplné pravdépodobnosti)
JestliZe jev A se mlze uskute¢nit pouze soucasné s nékterym z jevii Hy, Ha, . . ., Hp,
které tvoti tiplnou skupinu navzajem disjunktnich jevt, P(H;) > 0, pak plati
P(4) =3 P(H,)-P(4| H)),
i=l

(4)
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Véta 6 (Bayestv vzorec resp. véta o hypotézach)

P(H,)-P(A|H,)

PO, | 4) ==

)
Priklad (k vétam 5 a 6)

V obchod¢ jsou tfi pokladny, na kterych dojde kchybé pii uctovani postupné
s pravdépodobnostmi 0,01; 0,02 a 0,03.

a) jaka je pravdépodobnost, Ze po opusténi obchodu méame chybny ucet

b) s jakou pravdépodobnosti jsme byli u druhé pokladny, mame-li chybny ucet.

Reseni:
Ozna¢me jev A = mame chybny tcet, H; = byli jsme u i-té pokladny.
Se stejnou pravdépodobnosti si vybereme kteroukoliv pokladnu, takze P(H;) = 1/3.

3
a) P(4)=> P(H)-P(A|H,) %0,01%0,02%0,03 =0,02

i=1

1
20,02
b) P(H2|A):P(H2);X|Hz): i :;

2 Shrnuti kapitoly 5

Po absolvovani paté kapitoly umite pocitat pravdépodobnosti nejen pomoci definic, ale
také pomoci vét, které uplatnite u pravdépodobnosti slozenych jevi.

€) | Otazky ke Kkapitole 5

Napiste definici podminéné pravdépodobnosti

Napiste vétu o pravdépodobnosti souctu dvou jevil

Za jakych podminek a jak Ize zjednodusit vétu o pravdépodobnosti souctu dvou jevii
Napiste vétu o pravdépodobnosti soucinu dvou jevla

Za jakych podminek a jak Ize zjednodusit vétu o pravdépodobnosti soucinu dvou jevl
Napiste vétu o tplné pravdépodobnosti

Za jakych okolnosti se pouzije véta o uplné pravdépodobnosti

Napiste Bayestv vzorec

Za jakych okolnosti se pouZzije Bayestv vzorec

WX R WD —
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Ulohy ke kapitole 5

M¢jme dvé osudi, v prvnim (O;) jsou tfi bilé a dvé cerné koule, ve druhém (O,) jsou
Ctyfi bilé a Ctyti Cerné koule. Ndhodné€ volime osudi a z ného nahodné vybereme jednu
kouli. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) vytazena koule je bila,

b) vytazena koule je Cerna,

c¢) tah byl proveden z osudi O,, byla-li vytazena bila koule,

d) tah byl proveden z osudi Oy, byla-li vytaZzena ¢ernd koule?

Mezi sedmi vyrobky jsou dva nekvalitni. Nahodné byly vybrany dva vyrobky a potom
tfi vyrobky. Urcete pravdépodobnost, ze pravé jeden z poslednich tiech vybranych
vyrobk je nekvalitni.

V prodejné jsou dvé piihradky, kazda obsahuje deset vyrobki. V prvni pfihradce jsou
tfi vyrobky druhé jakosti, ve druhé jsou Ctyfi druhé jakosti. Zakaznik si ndhodné
vybira pfihradku i vyrobek. Urcete pravdépodobnost toho, ze

a) vybral vyrobek prvni jakosti,
b) vybiral z prvni ptihradky, je-li vybrany vyrobek druhé jakosti.

Ze dvaceti zkuSebnich otazek nezna jisty student pét. S jakou pravdépodobnosti si
vytdhne otazku, kterou nezna, jestlize dvé z danych dvaceti otdzek byly jiz vytazeny?

V podniku maji Sest traktorti, z nichz dva nejsou v dobrém technickém stavu. Nahodné
byly vybrany tfi traktory, z nichz jeden byl kratce po vyjeti kontrolovan dopravni
hlidkou. Jak4 je pravdépodobnost, Ze nebyl v dobrém technickém stavu?

V jistém provozu jsou dv¢ dilny, v kazdé je osm soustruhtl, pfi¢emz v prvni dilné je
jeden z osmi soustruhii vadny, ve druhé dva vadné. V kazdé diln¢ byl nahodné vybran
jeden soustruh a pfemistén do druhé dilny. Jaka je pravdépodobnost, Ze pocet vadnych
soustruhi se v dilnach nezménil?

M¢jme ctyti bilé a dvé Cerné koule. Ndhodné z nich vybereme a) jednu, b) dvé, a
pfidame je do osudi, kde jsou tfi bilé a Ctyfi ¢erné koule. Potom ndhodné vytahneme
dv¢ koule. Jaka je pravdépodobnost, ze kazda je jin¢ barvy?

. Méjme 3 bil¢, 4 Cerné a 2 ¢ervené kulicky. Jednu z nich ptidame do osudi, kde jsou 3

cerné a 4 bilé kuli¢ky; potom ndhodné vybereme jednu z nich. Jaka je
pravdépodobnost, Ze vytazena kulicka je bila?

9. Z jedné ze tii studijnich skupin ndhodné vybereme studenta. Jaké je pravdépodobnost,
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Ze tento student se zucastnil SVOC, jestliZe z 1. studijni skupiny se za¢astnilo SVOC
18% studentt, ze druhé 12% a ze tieti 9%?

10. Do jistého podniku jsou dovazeny ocelové pruty ze tii zdvodd. MnozZstvi prutil
dodavanych jednotlivymi zavody je v poméru 2:3:5. Pfitom prvni zdvod méa mezi svymi
vyrobky 2% nekvalitnich, ostatni zavody po 1%. Nahodn¢ byl vybran prut ke kontrole.
Jaka je pravdépodobnost, ze byl a) dobry, b) nekvalitni?

11. V osudi mize byt mezi dvaceti kulickami se stejnou pravdépodobnosti 3-6 Cervenych,
ostatni jsou bilé. Nadhodné vybereme 5 kulicek.
Jaka je pravdépodobnost, Ze jsou vSechny bilé?

12. Ze ¢tyt zaméstnanct A, B, C, D nedodrZzi bezpec¢nostni predpisy A s pravdépodobnosti
0,2 ; B s pravdépodobnosti 0,3; C a D s pravdépodobnosti 0,4.
Urcete pravdépodobnost toho, Ze :
a) kontrolovany zaméstnanec nedodrzel bezpecnostni predpisy
b) zaméstnanec, u né¢hoz bylo zjisténo poruseni bezpecnostnich predpist byl
zamestnanec B.

13. Pfi prazdninové letni aktivité nastoupilo do hutniho zdvodu z fakulty strojni a
elektrotechnické 20% studentl, z hutni fakulty 50%, z hornicko-geologické 20% a
z ekonomické fakulty 10% studentl. Pfitom studentky byly zjednotlivych fakult
zastoupeny postupné 5%, 10%, 20% a 60%. Urcete pravdépodobnost, Ze :

a) nove prichazejici brigddnik je studentka

b) student, ktery nastoupil, je z fakulty strojni a elektrotechnické

14. V novinovém stanku maji pohlednice za 0,70K¢ — celkem 10 ks,za 1,-K¢ také 10 ks,

za 2K¢ 5 kust. Nahodile vyberte dvé. Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme schopni
zaplatit, mame-1i 2,-K¢.

15. Mezi deseti studenty jsou tfi divky. Studenti jsou nahodné rozdéleni do dvou skupin
po péti. Jaka je nadéje, ze v kazdé skupiné bude aspon jedna divka?

16. Tii kolektivy hornikli piekonaji rekord v t€zb¢ uhli s pravdépodobnostmi po fad¢
0,4;0,6 a 0,8. Jaka je pravdépodobnost, ze dosavadni rekord piekona
a) alespon jeden kolektiv
b) pravé dva kolektivy
¢) zé&dny kolektiv

17. Z ¢isel 0,1,2...,9 ndhodn¢ vyberte dvé. Jaka je pravdépodobnost, Ze jedno je mensi
nez sedm a jedno vétsi nez sedm?
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Jg_q KLIC K RESENI KAP.5

Reseni(1):
a) bilou lze vytdhnout tak, ze volime A a z né¢ho vytahneme bilou, nebo volime B

a vytdhneme bilou

ppy_L 3,14 1L
25 28 20
b) podobné
Py L2, 14 9
25 28 20
11 9
nebo P(C)=1-P(B)=1-—=—
©) (B) 20" 20
c)
14
P(Ole):P(OZmB) — 2 8 :i
P(B) 1111
20
d)
12
P(01|C)=P(Olmc)= 2 5 =i
P(C) 9 9
20
Re$eni(2):
Protoze nevime, jaké dva vyrobky byly nejprve vybrany, je nutné uvazit vSechny
moznosti:

a) jsou vybrany dva kvalitni vyrobky a to s pravdépodobnosti

Pg — CZ(S)
G(7)

Potom jeden ze tfi vybranych bude nekvalitni s pravdépodobnosti

PR Rete)
C,(5)

b
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b) jsou vybrany dva nekvalitni s pravdépodobnosti
_G0)

> =
C,(7)

, proto P, =0,

¢) je vybran jeden kvalitni a jeden nekvalitni s pravdépodobnosti

p_GOCQ) s p GG

' C,(7) G0

2

Vysledna pravdépodobnost
_ C2(5) ) C2(3)C1(2) + C2(2) 04 CI(S)Cl(Z) . C2(4)C1(1) :2
C,(7) C5(5) C,(7) C,(7) C,(5) 21

ReSen(3):

o Pl
2

b) P=

N | =

ReSeni(4):
Nezname, které dvé byly vytazeny, proto predpokladdme vSechny moznosti:

a. byly vytazeny dvé, které nezna
_ G, (5)- Co (15) _ L

P4 C,(20) 19

9

b. jedna, kterou nezna

G0 38

c. dve, které zna:
C,(5)-C,(15) 21

PO = C,(20) 38

potom
1 3 15 4 21 5 19

L B LI L SR oy Y3
19 18 38 18 38 18 76
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ReSeni(5):
Podobn¢ jako v predchazejicim ptikladu dostaneme:
P GQG@W 2 @)@ 1 CG@-G@ 1
C,(6) 3 C,(6) 3 C,(6) 3

Reseni(6):

Stav v dilnach se nezméni, jestlize budou pfemistény dobré stroje nebo Spatné stroje, tedy

p_l6. 12 11
8 8 8 8 16
Reeni(7):
Podobné jako ve 4. ptikladu dostaneme:
a)
pd GG 2 GOCE) 329
6 C,(8) 6 C,(8) 588
b)
G GO)-C@ @GR GAH-CE)  C@-C@ G3)-CO) 149 _ o
C,(6) C,09) C,(6) C,09) C,(6) C,09) 270
ReSeni(8):

Jev A znaci vytazeni bilé kulicky; H; znaci, ze byla pfidana bila kulicka; H, znaci, ze
nebyla pfidana bila kuli¢ka. Potom

P(A) = P(H,) P(A/H,) + P(H,) P(A/H,) = %-§+ 2. 2="2 20,542

Re$eni(9):

Ziejmé P (H;) = P(Hy) =P(H3) = % ; Hj znaCi, Zze vybrany student je z i-té skupiny.
Potom

P(A) = l-0,18—i-1-0,12-|-l-0,09 =0,13
3 3 3
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ReSeni(10):
Necht’ H; zna¢i ndhodné vybrany prut z i-tého zavodu; zfejmé
2
P(H)) = 0’ , P(Hy) = — , P(H3) =

Potom
a) P(A)=0,2.0,98+0,3.0,99+0,5.0,99=0,988
b) P(A) =1-0,988=0,2.0,02+0,3.0,01+0,5.0,01=0,012

Reseni(11):

Ponévadz vSechny pfedpoklady o poctu bilych kuli¢ek jsou stejné pravdépodobné a
ponévadz mame 4 moznosti (3-6 Cervenych) je P(H; )= 1/4,1=1,2,3,4.

_1Ga7 1616 1605  1C,04) _1
T4C. 200 4C,20) 4C,20) 4C20) 4

—(0,399+ 0,282+ 0,194 +0,129) = 0,251

Reseni(12):

a) Jsou 4 zaméstnanci a 4 stejné pravdépodobné moznosti, tedy P(H;)=1/4,1=1,2,3.,4.
Proto P(N) = 1/4(0,2 + 0,3 + 0,4 + 0,4) = 0,325, kde P(N) znaci pravdépodobnost
nedodrzeni predpisti nékterého ze zaméstnanci A,B,C,D.

b) Necht' N znaci, Ze nebyly dodrZzeny bezpe€nostni ptedpisy, napiSeme-li
pravdépodobnost soucinu B,N obéma zplisoby, vychazi:

1
pB/N)= LBIPIN/B) il 0,231
P(N) 0,325

18. Pfi prazdninové letni aktivit€¢ nastoupilo do hutniho zdvodu z fakulty strojni a
elektrotechnické 20% studentl, z hutni fakulty 50%, z hornicko-geologické 20% a
z ekonomické fakulty 10% studentl. Pfitom studentky byly zjednotlivych fakult
zastoupeny postupné 5%, 10%, 20% a 60%. Urcete pravdépodobnost, Ze :

¢) nové prichazejici brigddnik je studentka

d) student, ktery nastoupil, je z fakulty strojni a elektrotechnické

Reseni(13):

a) Pravdépodobnost, ze nastoupi studentka zdvisi na tom , ze které fakulty ptichdzi;
jednotlivé fakulty jsou zastoupeny rtiznymi pocty; z jednotlivych fakult nastoupi
studujici s pravdépodobnostmi postupné 0,2; 0,5; 0,2; 0,1;studentka to bude v
jednotlivych ptipadech s pravdépodobnosti 0,05; 0,1; 0,2; 0,6. Proto:

P=0,2.0,05+0,5.0,1+0,2.0,2+0,1.0,6=0,16
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Véty o pocitani s pravdépodobnostmi

b) Necht H znaci, ze nastoupil student, D necht’ zna¢i néstup studentky a S ze jde o
studenta strojni a elektrotechnické fakulty. Potom podobné jako v piedchazejicim

priklad¢ vychazi:
psiiy = POPHIS) _ PSIPHLS) _ 0.2.095
P(H) 1-P(D)  1-0]l6

=0,226

ReSeni(14):

Zaplatit miizeme, vybereme-li 2 pohlednice po 0,70K¢, nebo dvé po 1,-K¢ nebo

kone¢né 1 kus za 0,70K¢ a jeden kus za 1,-K¢. Pravdépodobnost, ze provedeme
néktery z téchto vybéru je:

€,(10)  €.(10) = C,(10).C,(10)

@ o s e

Reseni(15):

Skupiny Ize vytvofiit dvéma zpusoby: v prvni skupiné jsou dvée studentky a ve druhé
jedna, nebo obracené. Pravdépodobnost, Ze skupiny budou takto vytvoteny :

_6(-60) 6@-66), 6@-60) W 6@ _
€:(10) €.(5) €(10) €:(5) |

Reseni(16):

a) P=[(1-0,4)(1- 0,6) (1- 0,8)] = 1- 0,6:0,4-0,2 = 1- 0,048 = 0,952
b) P=0,4-0,6-(1- 0,8) + 0,4(1- 1,6)0,8 + (1- 0,4)-0,6:0,8 = 0,464
c) P=(1-0,4)(1- 0,6)(1- 0,8) = 0,048

Reseni(17):
Vybirejme 01sla postupné: pravdépodobnost, ze prvm vybrané cislo je mens$i nez
sedm: Py = o ; druhé ¢islo vybirame z deviti: #; == ; proto
F 2 2 1
F—ﬁla&ﬁ-g— @311
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Opakované pokusy

6. OPAKOVANE POKUSY

@ Cas ke studiu: 2 hodiny

@ Cil

a) pouziti vzorci 1 a 3 pii feSeni konkrétnich loh

b) pochopeni rozdilu mezi opakovanym pokusy zavislymi a nezavislymi

V této kapitole budou uvedeny dvé velmi Casté situace, souhrnné nazvané opakované pokusy.
Jsou probrany samostatné a na zavér je uvedena jejich souvislost.

LL] Vyklad

Definice 1

Provadi se n pokusti a hleda se pravdépodobnost, ze sledovany jev A nastane pfi téchto n
pokusech x-krat.

Jestlize pravdépodobnost jevu A pii kazdém opakovani nezavisi na vysledcich ptredchozich
pokusli, potom tyto pokusy nazveme nezavislymi pokusy resp. Bernoulliova posloupnost
nezavislych pokusu.

Zavislymi pokusy nazveme takové opakované pokusy, pfi nichz pravdépodobnost nastoupeni
jevu A v urc¢itém pokusu je zavisla na vysledcich ptedchazejicich pokust.

6.1 Nezavislé pokusy
Véta 1
Jestlize jev A nastane pii jednom pokusu s pravdépodobnosti p, pak pravdépodobnost, Ze jev
A nastane pfi n opakovanich pokusu praveé x-krat je
n X n—x
P=| |[p".(0-p)
X

(1)
x=0,1,2,....n.
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Opakované pokusy

Pro riznd x dosazena do (1) vychdzi rizné pravdépodobnosti. Je ucelné zjistit, kterému x
prislusi maximalni pravdépodobnost, aniz bychom pocitali pravdépodobnosti pro vSechna x.

Véta 2

Oznac¢me k nejpravdépodobnéjsi pocet vyskyti jevu A pfi n-ndsobném opakovani pokusu.
Pak plati

p(n+)—-1<k< p(n+1)

2)
Priklad

Jaka je pravdépodobnost, Ze pti 8 hodech kostkou padne Sestka ttikrat? Kolikrat padne Sestka
s nejvetsi pravdépodobnosti?

Reseni:

Dosazenim do vzorce (1) zan =8, x =3, p = 1/6 dostavame

Pomoci vzorce (2) vymezime interval, ve kterém je celé Cislo k&, urCujici nejpravdépodobné;si
vysledek

1 1
—&+1)-1<k<—(8+1
6( ) 6( )

05<k<L5 =k=1

6.2 Zavislé pokusy

Typickym piikladem zéavislych pokust je vybér bez vraceni.

Véta 3
Je dan soubor N prvki, z nichz M ma urcitou vlastnost, takze N-M prvki ji nema.

Z N prvkil se ndhodn¢ vybere n, z nichz se zadny nevraci zpét. Pravdépodobnost, Ze mezi n
vybranymi prvky ma sledovanou vlastnost pravé x prvki a (n-x) ji nema, je

35



Opakované pokusy

3)
max(0,M +n— N) < x <min(M ,n)

6.3 Souvislost nezavislych a zavislych pokust

=)o)
lim ~ 2 22 Z(HJ.pX.(l— Py
N—o N x
o)

Vyznam véty 4 spoc¢iva v tom, ze pro velkd N je mozné nahradit vzorec (3) vzorcem (1), ktery
je pro vypocet jednodussi.

Véta 4

Priklad (zpGsob vybéru neovlivni vysledek)

Mezi 15 vyrobky je 5 vadnych. Nahodn€ vybereme 3. Jaka je pravdépodobnost, Ze jeden
z vybranych je vadny, jestlize
a) vybereme vSechny 3 najednou (P =45/91)
b) vybirame postupné po jednom bez vraceni (P =45/91)
Reseni:
a) Pro vypocet je vhodné zapsat si schematicky co je dano a jaky vybér ma byt proveden:

Svadnych 10 dobrych
1 vadny 2 dobré

Tak, jak jsou ¢isla zapsana pod sebou, se vytvoifi kombinacni Cisla v ¢itateli. Ve jmenovateli
je celkovy pocet nad poctem vybiranych:

L) LS s
G
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Opakované pokusy

b) Vybirame-li postupné, jsou tfi moznosti jak vybrat jeden vadny (V):
VDD + DVD + DDV a to s pravdépodobnosti
5109 105 9 109 5 45

1571413 15714713 151413 91
Z uvedeného je vidét, ze je jedno, zda se vyberou vyrobky postupné, bez vraceni, nebo
najednou vSechny tfi.

2 Shrnuti pojmi kapitoly 6

V této kapitole byly vysvétleny dvé velmi Casté situace: opakované pokusy zavislé a
nezavislé, které jsou spojeny zejména se vzorci 1 a 3. Vzorec 1 lze pouzit k feSeni
nekolika typu uloh, jak je patrné z tlohy k procviceni ¢.1.

¢) | Otazky ke kapitole 6

&

1. Co se rozumi opakovanymi nezavislymi pokusy?

2. Co se rozumi opakovanymi zavislymi pokusy?

3. Uvedte dva zékladni vzorce k opakovanym nezavislym pokustm.

4. Uvedte zékladni vzorec k vybéru bez vraceni.

5. Jaka je souvislost opakovanych nezavislych a zavislych pokust?

6. Uved'te ptiklad opakovanych nezavislych pokust. Jaky je nejpravdépodobnéjsi

vysledek?
7. Uved'te ptiklad opakovanych zavislych pokusd.

:@’: Ulohy ke Kkapitole 6

- hn

1. Druzstvo péti cyklistd je klasifikovano, jestlize alespont tfi jeho clenové dojedou
v ¢asovém limitu. Jakd je nadé&je, ze druzstvo bude klasifikovano, dojede-li kazdy z cyklistd
v Casovém limitu s pravdépodobnosti 0,4 ?

2. Hréaci A a B hraji Sach. A porazi B s pravdépodobnosti 0,7. Jakd je pravdépodobnost, ze B
vyhraje alespon dvé ze Ctyt partii?

3. Pravdépodobnost toho, ze Sachista vyhraje alespon jednu ze tii partii je 0,973. Urcete
pravdépodobnost vyhry prave v jedné partii.
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Opakované pokusy

4. Ktery ze dvou hazenkati A a B je lepsi, jestlize A vstieli branku ze sedmimetrového hodu
s pravdépodobnosti 0,5 a B proméni alesponi jeden ze tii hodl s pravdépodobnosti 0,936?

24

nebo B tii z péti trestnych bodii?

6. Zatizeni, které je sestaveno ze dvou elementd, je vyfazeno z provozu, porouchd-li se
kterykoliv znich. S jakou maximalni pravdépodobnosti se mohou porouchat jednotlivé
elementy, aby pravdépodobnost, ze zatizeni bude vyfrazeno z provozu, nepiekrocila 0,75?

Jg_q KLIC K RESENI

Reseni(1):

Pravdépodobnost, ze z péti cyklistti dojedou alesponi tii:

5 5 5
P=|_1.04°.0,6"+ 0,4*.0,6+| "~ 1.0,4°.0,6°
3 4 5

Obecné: Pravdépodobnost, Ze z n cyklisti dojede

a) prave x:

P:(n].0,4".0,6”"‘ p=04 g=1-p=06
X

b) alespon x:

n X n—x n x+1 n—x—1 n n 0
P= .0,470,6" " + .0,47.0,6 +....+ .0,4".0,6
X x+1 n

c) nejvyse x:

n 0 n n n—k n X n—x
P= .0,47.0,6" + .0,4.0,6"" +...+ .0,4".0,6
0 1 X

Reseni(2):
B vyhraje pravé v jedné partii s pravdépodobnosti 0,3. Mame tedy p = 0,3, n = 4; potom

4 0 4 4 3
P=1=| 0307 +| 10307 |=03483
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Opakované pokusy

nebo piimo:

4 2 2 4 3 1 4 4 0
P=| 0307 +| (103707 +| 10307 =03483

Reseni(3):

V obecném vztahu:

hledame p, kdyz n = 3, proto

3
0,973 =1—[0J.p° 4 =¢ =0,027=q=03=p=07

Reseni(4):

a) Pravdépodobnost, ze B vstieli branku pfi jednom hodu:
3
0,936 =1- (Oj.po.cf = q3 =0,064 = ¢g¢=04= p=0,6

B je lepsi (0,6) nez A (0,5).

b) Pravdépodobnost, ze A vstteli aspoil jednu branku pfi tfech bodech:

3 3
P=1-| 105" =0875

3 2 3 2 3 3 0
P=| 10505 +| 05705+ 10505 =087

A je slabsi (0,875) nez B (0,936).

nebo

Reseni(5):
3 2

a) P= 5 .0,57.0,5=0,375
5 3 2

b) P= 3 .0,6°.0,4° =0,3456
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Opakované pokusy

Reseni(6):

Pravdépodobnost, Ze zatizeni se porouchd, nesmi piekrocit 0,75

2
le—(oj.po.qz <0,75=¢>>025=¢>0,5= p<0,5
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Nahodna proménna

7. NAHODNA PROMENNA

@ Cas ke studiu: 2 hodiny

@ Cil

proménna

b) ukézat popis ndhodné proménné pomoci tii funkci

Vysledky nékterych pokust (elementarni jevy) jsou vyjadieny ¢isly (napt. hod kostkou),

u nékterych vSak nikoliv (hod minci: rub, lic). U takovych pokusi je ucelné pfiradit
elementarnim jevim cisla.

Toto pfifazeni se provede pomoci funkce, definované na mnozing Q.

LL] Vyklad

=g

Definice 1 (ndhodné proménné)

Funkce X, definovand na mnozin¢ elementarnich jevii Q, se nazyva ndhodna promennd
(také ndhodna velicina).

X:Q->M, McR.

M je obor hodnot ndhodné proménné X.

Poznamka
Diivod takové definice plyne z nasledujici uvahy.

Cisla, pfifazena elementarnim jevim, tvoii obor hodnot proménné X, kterou nazyvame
ndhodnd proménna, nebot’ nabyva svych hodnot nahodile, v zavislosti na vysledku pokusu.
Znaéise X, Y, ....

Je tedy X urceno jednoznacné vysledkem pokusu = elementarnim jevem. Proto je X funkci
elementarnich jevi.

Podle oboru hodnot M délime ndhodné proménné na
a) diskrétni: M je kone¢na nebo spocetna mnozina

b) spojité: M je interval (ptesna definice spojité n.p. viz dale v def. 5).
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Nahodna proménna

K ur€eni ndhodné proménné je potieba stanovit jeji obor hodnot xj,...,X,

a pravdépodobnosti, se kterymi tyto hodnoty nabyva py,...p,. Sestavme tyto udaje do tabulky

Xi X1 X2 v Xn

Pi P1 P2 ces Pn

Kazdé hodnot¢ x; je pfifazena pravé jedna hodnota p;. Jedna se o tabulkové urceni funkce,
ktera se nazyva pravdépodobnostni funkce.

Déle uvedeme 3 funkce, umoziiujici popis nahodnych proménnych. Vyklad je proveden tak,
ze po kazdé definici (2,3,5) nasleduje véta (1,2,3) o vlastnostech definovanych funkei.

Definice 2 (pravdépodobnostni funkce)
Necht’ X je diskrétni ndhodnéd proménna s oborem hodnot M.

Funkce p, ktera kazdé hodnoté xe M pfifazuje pravdépodobnost P(X = x), se nazyva
pravdépodobnostni funkce. Jeji definicni rovnice je

p(x) = P(X =x).

Funkéni hodnota v bodé x je pravdépodobnost, ze X nabude hodnotu x.

Véta 1 (vlastnosti pravdépodobnostni funkce)
a) p(x)=0
by 2px)=1

Kromé pravdépodobnosti, Ze X nabude hodnotu x, c¢asto hleddme pravdépodobnost, ze X je
mensi nez jistad hodnota x, tedy P(X < x).

Definice 3 (distribu¢ni funkce)
Necht’ X je ndhodna proménna s oborem hodnot M.

Funkce F, jez prifazuje kazdému redlnému x pravdépodobnosti P(X < x), se nazyva
distribucni funkce a znaci se F(x):

F(x) = P(X <x).
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Nahodna proménna

Skutecnost, Ze ndhodna veli¢ina X ma distribu¢ni funkci F(x) zapisujeme
X~F(x)

Priklad 1 Sleduje se vysledek hodu kostkou. Nahodné proménné ptedstavuje padnuvsi Cislo.

Napiste rovnici pravdépodobnostni a distribucni funkce. Pravdépodobnostni a distribucni
funkci urcete také tabulkou

Reseni:

p<x>=%, Fx)=Y pk)

k<x

X 1 2 3 4 5 6 | x>6
p(x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
F(x) 0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

Véta 2 (vlastnosti distribuc¢ni funkce)
a) 0<F(x)<l
b) P(xl §X<X2)=F(X2)—F()Cl)
¢) F(x) je neklesajici funkce

d) F(+0)=1, F(-0)=0

Definice 4 (o nezavislosti ndhodnych veli¢in)
Necht’
X~ E),Y ~E,(»),F(x,y) = P(X <x,Y <)
Funkce F;(x), F2(y) se nazyvaji marginalni, funkce F(x,y) je simultanni distribu¢ni funkce.

Podobné frekvenéni funkce fi(x), f2(y) jsou margindlni a f(x,y) je simultanni frekvencéni
funkce.

Nahodné veli¢iny X a Y nazveme nezavislé, jestlize simultanni distribucni resp. frekvenéni
funkce je rovna soucinu ptisluSnych marginalnich funkci, tj.

F(x,y) = F1(x).Fa(y) resp. f(x,y) = fi(x).f2(y) resp. p(x,y) = pi(x).paA(y).
Plati také obracené tvrzeni, tzn.: je-li f(x,y) = f1(X).f2(y) pak jsou X a Y nezavislé.

Definice 5 (spojité ndhodné proménné a hustoty pravdépodobnosti)
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Nahodna proménna

Nahodna proménna X s distribu¢ni funkci F(x) se nazyva spojitd nahodna proménna, existuje-
li realna funkce f(x)=0 takova, Ze pro vSechna realna x se da F(x) vyjadfit ve tvaru

F(x)= [ /()

(1)
Funkce f(t) se nazyva hustota pravdépodobnosti (struéné hustota) nahodné veli¢iny X.
Poznamka
Analogii ke vztahu (1) je pro diskrétni ndhodné proménné vztah
F(x)= ) p(k)
k<x
2)

Véta 3 (vlastnosti hustoty pravdépodobnosti)
a) Z derivace integralu (1), ktery je funkci horni meze, mame
dF'(x)
dx
Je tedy F(x) primitivni funkei k f(x).

=f(x)

b) ProtozZe
P(xl SX<)C2):F()C2)—F(XI)

a zaroven F(x) je primitivni funkce k f(x), je
P(x, <X <x,) = F(x,) = F(x,) = | f(x)dx
¢) Specialné

j F(x)dx = F(+0) — F(—o0) = F(I)— F(0) =1

Vztah c) je analogii k V; bodu b).
Véta 3 je disledkem definice 5.

Poznamky ke konstrukci a vyznamu f(x)

Funkce {(x) je nejméné ndzorna z uvedenych tii funkci. Pro lepsi pfedstavu uvedeme

moznou konstrukci hustoty pravdépodobnosti.
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Nahodna proménna

Vétu 2 bod b) Ize zapsat také ve tvaru
Px<X<x+A)=F(x+Ax)-F(x).

ZmenSovanim intervalu A vSak nevypocitame pravdépodobnost P(X = x), nebot’

lim P(x< X <x+Ax)=0

Ax—0

Je ale mozné vypocitat pravdépodobnost pfipadajici na jednotku délky intervalu A
F(x+Ax)—-F(x)
Ax

a nyni zmenSovat interval A. Vysledkem je zépis, ktery piedstavuje derivaci F(x)

lim F(x+Ax)—F(x)
Ax

Ax—0

=F'(x)=f(x)

Tento vzorec lze zapsat ve tvaru
lim F(x+Ax)-F(x) F(x+dx)—-F(x)
Ax—0 Ax dx

=fx)=

Px< X <x+dx)= f(x)dx

coz je plocha pod f(x) nad dx.

2 Shrnuti pojmu kapitoly 7

vvvvvv

dalsi definicich byly definovany postupné tfi funkce: p, F a f, které slouzi k popisu ndhodné
proménné. VSimnéte si, jak se zkomplikovala situace pti urceni (popisu) nahodné promenné
ve srovnani s proménnou, tedy co zpisobilo pfidani sliivka nahodna. U kazdé z uvedenych
tfi funkci jsou uvedeny jeji vlastnosti, které jsou v dal$im textu hojné pouzivany. Vénujte jim
proto nalezitou pozornost. Vlastnosti je potieba umét zpaméti.
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Nahodna proménna

€} | Otazky ke kapitole 7

e
1. Definujte ndhodnou proménnou jako funkci. Co je definicnim oborem?
2. Podle ¢eho délime nahodné proménné
3. Jak rozd¢lujeme ndhodné proménné
4. Napiste defini¢ni rovnici funkce p(x)
5. Uvedte vlastnosti p(x)
6. Napiste defini¢ni rovnici funkce F(x)
7. Uvedte vlastnosti F(x)
8. Vyjadrete F(x) pomoci p(x)
9. Definujte nezavislé nahodné veli¢iny
10. Vyjadrete F(x) pomoci f(x)
11. Napiste defini¢ni rovnici funkce f(x)
12. Uved’te vlastnosti f(x)
13. Uved'te presnou definici spojité nahodné proménné a jeji disledky
14. Vysvétlete konstrukei f(x)

n s

_@_ Ulohy ke kapitole 7

- hn

1. Nahodna veli¢ina X ma obor moznych hodnot {0, 2, 4, 6}. Jednotlivé hodnoty nabyva

s pravdépodobnosti  p(x) = A .
x+1
Urcete konstantu A a pravdépodobnosti jevii: a) X =0; b) X <4; ¢c) X >6;
d) 0<X<6; ¢)0<X<6

2. Ve studijni skupiné je 18 studentti, z toho je 6 dévcat. Nahodné vybereme 4
Urcete zédkon rozlozeni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X , kterd znaci vyskyt divek

mezi vybranymi studenty.

3. Ktera z nésledujicich funkei miize byt pravdépodobnosti funkci ndhodné veli¢iny X, je-li
obor moznych hodnot x € {0,1,2,3}:

1 2x+1 A
—- ; C X)=——;
8§ 2 ) P(%) 1+x

a) pl(x)%; b) p(x) =

4. Mezi 7 vyrobky jsou 4 nekvalitni. Nahodné vytdhneme 3 vyrobky. Urete zdkon rozdéleni
pravdépodobnosti nahodné velic¢iny X, kterd zna¢i pocet nekvalitnich vyrobkli mezi
vytazenyma vyrobky.
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Nahodna proménna

5. Néhodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti uréenou grafem (obr.).

Urcete F(x) a P (2<X<3).

()

6. Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti

2

f(x) = {- X" +c prox e(-2;2)
0 pro ostatni x

Urcete konstantu ¢ a ovéite, zda P(-o < X <o0)=1.

7.  Nahodna proménna X ma rovnomérné rozdéleni v intervalu (0;4). Urcete hustotu
pravdépodobnosti, distribucni funkci a grafy obou funkci.

8. Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti

F(x) = Ae™ pro0<x <2
0 pro ostatni x

Urcete konstantu A, P( X<1),P( X >% ).

9. Nahodn4 veli¢ina X m4 distribuéni funkci

0 prox <0
F(x)=1Ax+B proO<x<4
1 prox >4

Urcete konstanty A,B a hustotu pravdépodobnosti f(x).
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Nahodna proménna

10. Ukazte, zda funkce

0 prox <-1
gx+z pro-1<x<0
_J3 3
f(x) =

1 2

-——x+— pro0<x<2
3 3

0 prox >2

ma zakladni vlastnosti hustoty pravdépodobnosti. Vypoctéte P(-1< X <I).

11. Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti

c.(4-2x) pro0<x<2
f(x) = ,
0 pro ostatni x

Urcete konstantu c.

ng ~| KLiC K RESENi KAP. 7

Reseni(1):
Pro konstantu A vychazi.
1 1 1 176 105
PO+ P2)+PA+PO)=A0+—+—+—)=A—=1=>A4=—-=0,597
(0) + P(2) + P(4) + P(6) (3 s 7) 105 176

Dale mame:

a) P(X =0)=P(0)=A.1 =1% =0,597;

b) P(X < 4)= P(0)+ P(2) = A(l + %) = 0,597 % =0,796;

c) P(X>6)=0;
1 1 8
d) P(0<X<6):P(2)+P(4):A(§+§):O,597-E:0,318

e) PO<X<6)=1
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Nahodna proménna

Reseni(2):
Néhodna veli¢ina X muze nabyvat hodnoty x =0, 1, 2, 3, 4. Proto

e

x )\ 4—x

P(X =)= p(n) =~
o

Reseni(3):

a) p,(0) neni definovana;

: 11 3 5 7 .
b) pz(X)=Zp(x[)=§(5+§+5+5)=1:>pz(X) vyhovuje;
i=0

c) (X)—A'EL—I:A(I+1+1+1):>A_E
Ps 14 x 2 3 4 15

3
Potom Zp(xl.) =1.

i=0

Reseni(4):
Néhodna veli¢ina X ma obor moznych hodnot {0,1,2,3}.

Pravdépodobnostni funkce ma tvar

Reseni(5):
j f(x)dx =1

3v

—21:>V=£:>V(§;z).
2 3 23

Rovnice ptimky ur¢ené body 0(0;0), V(%;%) nad intervalem (0;1;5) ma tvar: y = gx ;

rovnice piimky pro body (%;%) , (3;0) nad intervalem (1;5;3)je y= -gx +§
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Nahodna proménna

f(x) =

prox <0

prox €(0;1,5)

prox €(1,5;3)

prox >3

Protoze F(x) = jf(x)dx , vychézi

P2<X<3]=F@)-FQ2)= [_

2 2
I(—x2+c)dx=[—§+cx} = 8h00)-Bagm1m el
) 3 L, 3 3 12

0
Ii xdx = 2 X
09 9
F(x)=
0
0
Dale
Nebo jinak
Reseni(6):
Reseni(7):

154 X4 4 4> T? Tax* T TaxT* 4x?
I—X dx+J.(-—x+—)dx= — - J{—} =-
9 903 18 18, L3 18

prox <0

: prox €(0;1,5)

+4?X-1, x €(1,5;3)

0 32

1,5 X X
J‘ix dx + J.(-ix +i)dx +J.0.dx =1, x>3
9 59 3 3

4x> 4x| 2
+— —
18 3| 9

2

3
J(—ix +i)dx -2 .
9 3 9

2

19

. 1
J.cdx=1:>c:—.
0 4
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Nahodna proménna

0 prox <0
f(x)= % pro x €(0;4)

0 prox >4

£(x)
f(x)
P
C
0 0
0 4 X 0 4

IO.dXzO prox <0
0

0 X
F(x) =1P(X < x), kde x € (0;4) = F(x) = [0.dx + j4ldx :% pro x e (0;4)
—© 0

j‘O.dx+}%dX+IO.dx:l prox >4
-0 0 4

Reseni(8):

Tf(x)dx =1

iO.dx +je'2" dx + TO.dx =1
-0 -0 2

A. if(x)dx 1= A fe-zx dx= A{—%ez"}: Aot a2

4 2 l-e*’
1 1 2 2 2
2 1 . e (e”—1) e
PX<1)=|{(x)dx = e ldx=-——|e*| = = .
( ) JO.( ) '([1- - -e'4[ ]; et —1 1+ ¢?

1 r 2 -2 1 -4 -1 63—1
PX>—)= e dx =- - +e )= .
( 2) ()J’;l-e'4 1-e'4( ) et —1
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Nahodna proménna

9. Nahodna veli¢ina X ma distribuéni funkci

0 prox <0
F(x)=<Ax+B pro0O<x<4
1 prox >4

Reseni(9):
F(x): F(-0) =0, F(4+0)=1.

F(-oo):F(O):B:O;F(+oo):F(4):A:4A:1:>A:%.

0 prox <0

F(x)= %X pro0<x<4

1 prox >4
f(x) =F'(x)
0 prox <0
f(x) = % pro0<x<4
0 prox >4
Reseni(10):

2 0 2
jf(x)dx=j(gx+3)dx+j(—lx+3)dx=-3+3-f+f=1.
: 3703 373 6 36 3

o t2 2 (12 5
P(-1<X <I)= jf(x)dx: j(§x+§)dx+j(—§x+§)dx=g.
1 -1 0

Reseni(11):

© 0 2 © 2
[foodx=1=> [0.dx + [c.(4-2x)dx + [0.dx =c. [ (4-2x)dx =c[8 - 4] :4c:1:>c:% .
—0 —0 0 2 0

X
-—+1 ro0<x<2
fx)=1"2 P

0 pro ostatni x

52



Ciselné charakteristiky nahodnych proménnych

8. CISELNE CHARAKTERISTIKY NAHODNYCH
PROMENNYCH

o

Cas ke studiu: 2 hodiny

@

Cil
a) provést klasifikaci ¢iselnych charakteristik
b) definovat obecné a centralni momentové charakteristiky
¢) objasnit podstatu ¢ty zdkladnich momentovych charakteristik

a jejich vlastnosti

Néhodna proménna je jednoznacné urena svym zakonem rozdeleni pravdépodobnosti. Tento
zpusob popisu je vSak pro praktické potfeby casto nevyhovujici. Proto pii aplikacich
shrnujeme informace o nahodné proménné do néckolika cisel, které ji dostatecné
charakterizuji. Tato Cisla se nazyvaji ¢iselné charakteristiky.

LL]

Vyklad

Ciselné charakteristiky se rozd&luji

1)
a)
b)
c)
d)

2)
a)
b)
c)

podle toho, které viastnosti rozdeéleni charakterizuji:
charakteristiky polohy

charakteristiky variability

charakteristiky Sikmosti (symetrie)

charakteristiky SpiCatosti (excesu)

podle zpusobu konstrukce
momentové

kvantilové

ostatni

8.1 Momentové charakteristiky

Definice 1

Necht' X je ndhodna proménna. Jeji stredni hodnota se znaci EX a je definovdna pro spojité
X vztahem
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Ciselné charakteristiky nahodnych proménnych

—+00

EX =y = jx.f(x)dx

—00

(1)
Pro diskrétni X je

EX =, =" xp(x)
(2)
Definice 2

k-tym obecnym momentem nahodné proménné X, ktery znacime Ly, nazyvame Ccislo,
definované vztahem

a) pro diskrétni ndhodné proménné
= EX* =3 x"p(x)

b) pro spojité ndhodné proménné

= EX* = | x* f(x)dx
k

—00

Definice 3

k-tym centralnim momentem ndhodné proménné X, ktery znacime vy (ni), nazyvame ¢islo,
definované vztahem

a) pro diskrétni ndhodné proménné (symbol,defini¢ni rovnice,vypoctovy vzorec)

v = E(X —EX)" =3 (x— )" p(x)
b) pro spojité ndhodné proménné

v, = BOC— EX)* = [ ) f(x)d

Prakticky se pouzivaji tyto Ctyfi momenty:

a) Prvni obecny moment
t=EX =% x p(x)
resp.
u=EX = Tx f(x)dx

EX je stredni hodnota ndhodné veliCiny X ; je to charakteristika polohy.
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Ciselné charakteristiky ndhodnych proménnych

Vlastnosti stifedni hodnoty

1) Ek =k, je-li k konstanta

2) Ek.X=kEX

3) E(X+tY)=EX+EY

4) Jsou-li X a Y nezavislé, pak E(X.Y) =EX. EY

b) Druhy centralni moment

v, =E(X —EX)* =) (x— )" p(x)

resp.

v, =E(X ~EX) = T(x ) f(x)dx

—00

ktery predstavuje rozptyl (disperzi) ndhodné proménné X. Znadi se také DX resp.o”.

Vlastnosti rozptylu:

1) Dk=0
2) Dk.X =k*.DX
3) Pro nezavislé X a 'Y je D(X+Y)=DX + DY

Rozptyl je charakteristikou variability.

Definice 4 (dalsi charakteristiky variability)

Smérodatna odchylka ¢ je odmocnina z rozptylu

o=+DX .
3)

Variacni koeficient je definovan vztahem

(4)

v je bezrozmérnou charakteristikou variability.

c¢) Ttreti centralni moment
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Ciselné charakteristiky ndhodnych proménnych

v,= E(X—EX) =Y (x— )’ p(x)
resp.

vy = EQX—EX) = [ (=)' [

—00

)
se pouziva pro vypocet Sikmosti.
Definice 5
Sikmost je definovana vztahem

(6)

Popisuje symetrii rozdéleni vzhledem ke sttedni hodnotg.

Vlastnosti Sikmosti
U symetrickych rozdéleni je y; = 0; je i y; < 0 hovotime o seSikmeni vlevo, y; > 0 znamena
seSikmeni vpravo.

d) ctvrty centralni moment pro diskrétni X

vy =E(X —EX)" =) (x— )" p(x)

(7)
resp. (pro spojitou ndhodnou proménnou X)
vy = E(X —EX)' = [ (=) f(x)dx;
v2 se pouziva k vypoctu spicatosti
Definice 6
Spicatost je definovana vztahem
_ Vs
7 2 04
(8)
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Ciselné charakteristiky ndhodnych proménnych

Spicatost se hodnoti srovnanim se $picatosti Gaussovy kiivky (normalni rozdéleni, viz dale),
kde je v, = 3.

Véta 1 (vlastnosti Spicatosti)

7,(X)=7,(aX +b)
9)
Vyjadreni centralnich momentti pomoci obecnych momenti

Libovolny centralni moment lze vyjadfit pomoci obecnych moment.

Véta 2 (o vztahu centrdlnich a obecnych momentil)
k k k , [k 3 kY ,
Lt I o B e R P i PN R +o.k i 4

Vv, =y — i}

Odtud

Vy = py = 3p 4ty + 2487

Vy = fy =4+ O =3

8.2 Kvantily

Definice 7

Kvantily jsou hodnoty kvantilové funkce F~' definované vztahem
Fl'u)=inf{x: F(x)>2u}l0<u<1

kde F je distribuéni funkce. Hodnoté F~'(p) fikame p-kvantil a zna¢ime x,.

Je-1i F rostouci funkce, potom p kvantil je takové ¢islo, Ze
F(xp):p lj‘ F_l(p):‘xp

Funkce F~' se oznaduje také Q, takze F~' = Q.

57



Ciselné charakteristiky ndhodnych proménnych

Véta 3 (vlastnosti kvantili)

Je-1i f(x) suda funkce a F(x) spojita a rostouci funkce, potom

X, =-X

p -p

(10)
pro0<p<1.

Kvantily jsou zdkladni stavebni jednotkou tzv. kvantilovych charakteristik.
Charakteristikou polohy je kvantil x5, ktery se nazyva medidn a Casto se také znaci X .

Kvantilovou charakteristikou variability je napt. rozdil xo75 — Xo2s, tzv. kvadrilové rozpéti,
X075 T€Sp. Xo25 je horni resp. dolni kvartil.

Existuji také kvantilové charakteristiky Sikmosti a Spicatosti, ty ale nebudeme uvadét.

2 Shrnuti kapitoly 8

V této kapitole jsme uvedli druhy zplisob popisu nahodnych proménnych — pomoci ¢iselnych
charakteristik. Po definicich obecnych a centralnich momentt k-tého fadu byly uvedeny Ctyti
prakticky pouzivané¢ momenty: stfedni hodnoty, rozptyl, Sikmost a SpiCatost 1 s jejich
vlastnostmi. Dale byl definovéan p-kvantil.

) | Otazky k e kapitole 8

Uved'te dva zasadni zpiisoby popisu ndhodné proménné

Jak rozdé€lujeme Ciselné charakteristiky

Jak rozdélujeme momentové charakteristiky

Které momentové charakteristiky se prakticky pouzivaji nejcastéji
Uved'te vlastnosti stfedni hodnoty

Uved'te vlastnosti rozptylu

Napiste k-ty pocatecni (centralni) moment pro diskrétni X

Napiste k-ty pocatecni (centralni) moment pro spojitou ndhodnou proménnou
Uved'te Ctyfi charakteristiky variability

10. Jak se vyhodnocuje Sikmost

11. Jak se vyhodnocuje Spicatost

12. Vyjadtete druhy (tfeti) centralni moment pomoci pocatecnich momentt
13. Definujte p-kvantil

14. Uved'te vlastnost kvantitu pro f(x) sudou a F(x) spojitou rostouci funkci

A A A
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Ciselné charakteristiky ndhodnych proménnych

L]

81 g

Ulohy ke Kkapitole 8

Nahodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci

X 1 2 3 4
pXx) 0,2 0,4 0,3 0,1

Urgete stfedni hodnotu p a rozptyl o”.

. Je dana hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X

0 pro x<-1
x+1 pro —-1<x<0
-x+1 pro 0<x<l1

0 pro x2>1
Uréete sttedni hodnotu p a rozptyl 6.
. Nahodné veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti

0 pro x <-1

gx+§pm—1£x<0

f(x)=13

_—x+%pr00Sx<2
3 3

0prox=2

Urcete stfedni hodnotu ndhodné veliciny X.

. Spojita ndhodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu « 1.% =. Urcete
hustotu pravdépodobnosti, stftedni hodnotu a rozptyl.

. Nahodna veli¢ina X ma distribuéni funkci

0 prox<-1
x’ 1
—+x+—pro—-1<x<0
F(xX)={2, 2

+x+5pr003x<1

0 prox=>1
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Ciselné charakteristiky ndhodnych proménnych

Urcete stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku.

6. Urcete stfedni hodnotu, rozptyl a distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X, je-li

f(x)= % pro x > 1, pro ostatni x je f(x) = 0.
X

Jg_q KLIC K RESENI

Reseni(1):
Ponévadz X je diskrétni ndhodna veli¢ina, plati podle definice stiedni hodnoty

w=1.02+2.0,4+3.03+4.0,1 =23

Pro rozptyl vychazi podle definice jakozto pro moment 2.fadu

6>=1.0,2+4.04+9.03+16.0,1 —2,3*=0,81

Re$eni(2):
a)
0
302 3 42
=0

[ p X X
p=[x(x+Dde+ [x(—x+Dde=| ——4—— | +
E " 3 2 32

-1

b)
0 1
4 3 4
—x*t ¥
—0=

I 1 X X
H= Ixz(x+l)dx+fx2(—x+l)dx= —t— +
5 ; 43 4 3]

-1

Reseni(3):
- . - (e 2 2 (2 ¢ x 2 i
J_“\ flxldx = f_“.t. o r.'x—j_ir';i.r:slm*‘i. x{—gﬁgldrﬁjl x-Q-dx=
o zZ x* 2 x* '3'.[ 1 x¥ 2 x|z I:I—l
I ERE Y M - I | A
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Ciselné charakteristiky ndhodnych proménnych

Reseni(4):
Ponévadz jde o rovnomérna rozdéleni vypocteme :

P aL

i f-‘;t.'lc:'.ﬁ:-f 0-dx+ _f:ii'm'.*.:—i:&-r?.r-

- [ g

3 '
| fodrmm Rl mimskml
Rovnice f(x) mé potom tvar :
0 prox<l1
f(x)=:0,5 prol<x<3
0 prox=>3

M= j.x.de +j-x%dx + Tx.()dx =2
-0 1 3

3
J.xz.ldx —2? = l
2 3

1

2
(o}

Reseni(5):
0 pro x<-1
, x+1 pro -1<x<0
J(x)=F'(x)=
-x+1 pro 0=<x<l1
0 pro x2>1
Odtud
0 1
U= Ix(x+1)dx+jx(—x+l)dx:0
-1 0
0 1 1
0" = [(x=0)*(x+ D+ [ (r=0)* (- + D =
-1 0
Reseni(6):
=|x—dx==
# ! .

Distribu¢ni funkce ma rovnici
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Diilezité typy rozdé€leni pravdépodobnosti

9. DULEZITE TYPY ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

@ Cas ke studiu: 5 hodin

@ Cile

a) definovat nejcastéji pouzivana rozdéleni pravdépodobnosti

b) ukazat konstrukei a vlastnosti vyznamnych rozdéleni

c) ukdzat vliv parametrt na tvar rozdéleni

Protoze nékteré typy funkci p(x) resp. f(x) jsou zvlasté dulezité, maji specialni pojmenovani a
oznaceni a jejich hodnoty jsou tabelovany. Nékteré z téchto funkci uvedeme.

L...IJ Vyklad

9.1 Diilezité typy rozdéleni pro diskrétni nahodné veliCiny

1) Binomické rozdéleni Bi(n,p):

. n X n—x
X ~ Bi(n,p) <=>p(x) = (x]p' (I-p)
x=0,1,2,...,n

Tento zéapis Cteme:

Néhodna proménnd X ma binomické rozdé€leni s parametry n,p praveé kdyz pravdépodobnostni
funkce mé danou rovnici. Dale budeme pouzivat jen symbolicky zapis.

n = pocet opakovani pokusu,

p = pravdépodobnost, se kterou nastane sledovany jev pii jednom pokusu.

Véta 1

U binomického rozdéleni plati:
a) E(X)=np
b) D(X) =n.p.(1-p)

Momentova vytvorujici funkce: y(t) = (1 - p + peyn
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Diilezité typy rozdé€leni pravdépodobnosti

Naptiklad ndhodna veli¢ina X, pfedstavujici pocCet padnuvsich Sestek pfi deseti hodech
kostkou, ma rozdéleni Bi(10,1/6).

Jeji obor hodnot je mnozina {0,1,2,...,10} a pravdépodobnostni funkce mé rovnici

w03

Charakteristiky EX a DX vypocitame podle véty 1:
EX =10.(1/6) a DX = 10(1/6)(5/6)

Vliv parametrti n, p na tvar p(x) ukazeme na n¢kolika grafech s riznymi parametry n,p.
Bi(5;0,8)

Udaje v grafu:
P(X = 4) = 0,4096; P(X<4) = 0,2627; P(X>4) = 0,3277

o A
0,2627 0,4096 0,3277

Bi(5;0,4)
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0,2627

10

0,3222

Bi(5:0,2)
T ]
0,3277 10,4096
Bi(10:0,2)
LI
of 2 |
10,3758 0,302
Bi(15;0,2)
AL
JHUER
0,398 10,2501
Bi(20:0,2)

15

0,3518

G (]

04114

|n,21 g2

64
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Diilezité typy rozdé€leni pravdépodobnosti

2) Alternativni rozdéleni A(p) :

X ~ A(p) <=> p(x) =p* (1-p)"™

Je to rozdéleni ndhodné veli¢iny, kterd mlZe nabyvat jen dvé hodnoty: sledovany jev nastal
s p-sti p nebo nenastal s p-sti 1 - p.

A(p) je ptipadem Bi(n,p) pro n = 1. Pak obor hodnot X je {0,1} .

3) Rovnomérné rozdéleni R(n):

X ~R(n) <=>p(x)=1/n

x=1,2,...,n

Chceme-li vymezit, jakych hodnot n nabyva, lze pouzit jinou rovnici

p(x) = I/(N-M+1), x=M,..,N

Napt. pro Ctyti hodnoty (n=4): 5,6,7a8jeM =5 N=8

a rovnice p(x) bude

p(X)=1/(8—5+1)=1/4

EX=M+N)2=6,5
DX = (N-M)(N-M+2)/12 = 1,25

Rovnice p(x) pro rtizna n
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Dilezité typy rozdéleni pravdépodobnosti

R@)proM=5aN=28

5 (| 65 | 8

R(@4)proM=6aN=9

& < 7.5 | 9

R(16) proM=5aN=16

5 WU 16

EX =M +N)2=10,5
DX = (N-M)(N-M+2)/12 = 11,9
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R(7)proM=-3aN=3

- (| o | :
0,42E6 0.1429 00,4288

EX=(M+N)2=0
DX = (N-M)(N-M+2)/12 = 4

4) Hypergeometrické rozdéleni H(N,M,n):

X ~H(N,M,n) <=>p(x) = (

max(0,M +n—N) < x <min(M,n)

px =M py NonaM [, M
N N-1"N N
Vliv parametri na p(x)
H(5,3,2); EX = 23 _ 1,2; DX = %2(1 —%) =0,36
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H(5.3,1)
0 {Jos |
|U,4 0.a
L)
px) == ;_x
4
H(5,2,1)
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H(10,4,3)

5) Poissonovo rozdéleni Po(a)

pY

a
x!

X ~Po(a) <=>p(x)= —e™*

x=0,1,2,...

Momentova vytvotujici funkce y(f) = exp[a(e’ - 1)]
Napi. y'(0)=a = E(X)

Vliv parametrli na p(x)

X

Pravdépodobnostni funkce pro Po(1): p(x) = 1—'e*1
x!

p(0)= p(1)=10,3679;

Pravdépodobnosti vSech zbyvajicich moznosti souhrnné: tj. p(2) + p(3) + p(4) + ... =1 —p(0)
-p(1) =0,2642
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T ] :
0,3679 |D,36?9 0,2642

X ~Po(2): p(x)= %e_z
x!
p(0) = 0,406; p(1) = p(2) = 0,2707;
ostatni vysledky souhrnné, tj. p(3) + p(4) + ...
maji pravdépodobnost 0,3233.

[
o2 9
0,406 |D,2?D? 0,3233

X

X ~Po(3): p(x)= 3—'e’3
x!

p(0) = 0,4232; p(3) = 0,2240; ostatni vysledky souhrnné, tj. p(4) + p(5) + ... maji
pravdépodobnost 1 — p(0) - p(1) - p(2) - p(3) = 0,3528.
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X

X ~Po(4): p(x)= 4—'6_4
x!

p(0) = 0,4335; p(4) = 0,1954; vysledky pro X > 4, tj. p(5) + p(6) + ... maji pravdépodobnost
0,3712.

]+
0,4235 0,1954 0,3712

13

Véta 2
U Poissonova rozdéleni plati: E(X)=D(X) = a.

6. Negativné binomické rozdéleni (Pascalovo) Psc(n,p)

Jev A je jednim z moznych vysledkl sledovaného nahodného pokusu a nastane pii jednom
pokusu s pravdépodobnosti p. Pokus je opakovan, dokud jev A nenastane n-krat. Nahodna
veli¢ina X, predstavujici pocet neuspésnych pokusti,ma pravdépodobnostni funkci

n+x-1) .
X ~ Psc(n,p) <:>p(x):[ . jp 1-p)

n=12,..;x=01,...;
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Psc(3;0,7)
|,
(]1.2857 | 8
06517 0,3483
Psc(2;0,7)
L ..
{|o.8571:| 6
0,49 0,51
Psc(1;0,7)

7. Geometrické rozdéleni G(p)

Pro specialni pfipad n = 1 u rozdéleni Psc(n,p) dostdvame rozd€leni geometrické, které ma
pravdépodobnostni funkci

X~G(p)<=>p(x)=p (1-p)*
x=0,1,...;
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Momentova vytvortujici funkce y(t) =p /[1 - (1 - p)exp(t)]

Vliv parametrti na tvar p(x)

G(0,3)

G(0,8)

G(0,1)

14
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Diilezité typy rozdé€leni pravdépodobnosti

G(0,01)
0 < IF | 498
0,6303 |D,CIC|3? 0,366
G(0,1)

|“““ |||IIIIIIIlI".I'IIIlllt.t;;;;;

0 <||:_;_ | 48
06126 |D,C|38F 0,34E7

Aproximace rozdéleni

H lze aproximovat pomoci Bi, je-li N vyrazné vétsi nez n:
staci, aby n/N < 0,1.

Bi se aproximuje pomoci Po, je-lin>10ap <0,1.

9.2 Diilezité typy rozdéleni pro spojité nahodné veli¢iny

1) Normalni rozdéleni N(u, od):

X ~Nu,o*) & f(x)=—=—

X € (-00, 00).
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Grafem funkce f(x) je Gaussova kiivka (obr.1):

f(x)

Obr.1 Gaussova kiivka
Distribuéni funkce bude mit rovnici

S —(x-p)°

F(x)zj ’

—00

20

dx

e
o271

Specidlné pro parametry p = 0, ¢ = 1 dostadvame N(0, 1), to je tzv. standardni (normované)

normalni rozdéleni. Distribucni funkce se zde znaci ¢(x).

Véta 3 ( Vztah F(x) a ¢(x) )
Mezi funkcemi F(x) a ¢(x) plati vztah

F(x)= @(X;ﬂ)

Tento vzorec umoziuje nalézt v tabulkdch hodnoty F(x) pro normadlni
s libovolnymi parametry p, o°.

Kvantily normdlniho rozdéleni
ZnaCeni: X, ... pro N(u, o?), u, .. pro N(O, 1).
Véta 4 (vztah x, a u,)

Mezi kvantity X, a uy, plati vztah

Xp=0.Upt+ L.

rozdéleni

75



Diilezité typy rozdé€leni pravdépodobnosti

Pro rozdé€leni N(0, 1) jsou kvantity u, tabelovany. Pro jiné parametry normalniho rozdéleni
poslouzi uvedeny vzorec.

Piiklad
Néhodna proménnéd X ma normalni rozdé€leni s parametry
=3, o” =4, symbolicky: X ~ N(3, 4).
Urcete pravdépodobnost, s jakou bude X nabyvat hodnoty vétsi nez 5, tj. P(X > 5).

Reseni:
Pro ur¢eni pravdépodobnosti vychézime z definice distribu¢ni funkce:

P(X < x) = F(x). Zde se ma ale ur¢it P(X > 5). Proto se pouzije vztah P(X >x) =1 -P(X <
x). Hodnoty distribu¢ni funkce jsou udavany v tabulkach pouze pro standardni normalni
rozdéleni. Proto se dale pocita podle:

P(X > x)=1-D(—£)
o)

5-3
P(X>5)=1—(D(T)=1—CD(1)

V tabulkach distribu¢ni funkce standardniho normalniho rozdéleni se nalezne pozadovana
hodnota ®(1) =0,84134.

Hledana pravdépodobnost je

P(X>5)=1-0,84134 =0,15866.
Piiklad
Vypocitat pravdépodobnost P(u-30 < X < u+30)

Reseni:

P(u-3c<X<u+30)=F(u+30)-F(u-30)

=@(”*3“_”j—q>(”_3"_“)=2c1>(3)—1:0,9973
O (o2
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Vysledek znamend, Ze v uvedeném intervalu se nachazi 99,73% hodnot nahodné veli¢iny,
kterd méa normalni rozdéleni, tedy témét vSechny. Tento poznatek, nazyvany pravidlo 3sigma,
ma Siroké aplikace, napf. pii hodnoceni zptsobilosti procest, u regulac¢nich diagrami, pii
hodnoceni odlehlych hodnot a dalsi.

U jinych rozdéleni vSak pravidlo 3c nelze pouzit. Ukdzeme to dale pro rovnomérné
rozd¢leni.

Vliv parametri na tvar f(x)

a) X ~N(u,1); pfi rozptylu 6° je délka intervalu, ve kterém se X nachézi s pravdépodobnosti
blizkou 1, rovna 8.

Vsimnéte si, ze 1 kdyZ se méni p, délka intervalu zlstava 8.

N(O,1)

.
%'
il

0.5

N(1,1)

0,5 0,5
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N(2,1)

I
(3%
T
Fed
(5}

0,5 0,5

:

NG, 1)

ﬁ‘
?‘

b) f(x) pro X ~N(0, o)

Nyni bude konstantni stfedni hodnota a proménlivy rozptyl:

N(0,1); P(-4 < X< 4) = 0,9999. P(X< ) =0,5.

/

) Jo |
o

4
0,5
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S rostoucim rozptylem se prodluzuje interval, ve kterém se X nachazi s p-sti blizkou jedné:

N(0,2); P(-5,66 < X< 5,66) = 0,9999.

N(0,3); P(-6,93 < X< 6,93) = 0,9999.

-6,93 { lﬂ_ | 6,93

N(0,4); P(-8 < X< 8) = 0,9999.
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2) Rovnomérné rozdéleni R(a, b):

x € (a, b),

f(x) = 0 pro ostatni x.

X ~R(a,b) & f(x) =%

Momentova vytvorujici funkce

Distribu¢ni funkce

y(t) = (eb" —e )/(b —a)kt

=1pro x>b

=0pro x<a

Priklad (ukazka nevhodného pouziti pravidla ,,3 sigma*)

Vypocitejte P(u—30 <X < u+30), jestlize X mé rozdéleni R(a,b).

Vliv parametrii na f(x)

P(u-3c<X<u+30)=F(u+30)-F(u-30)=

N

b—
6.
H+30-a upu-3c-a 60 J12 6
= — = = = z1,7!
-a V12

b-a b-a b-a b
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R(0,10); Hustota pravdépodobnosti f(x)

0.5

R(0,10); Distribu¢ni funkce F(x)

10

0.5

5

{

R(0,20); Hustota pravdépodobnosti f(x)

10

20
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R(0,20) Distribu¢ni funkce F(x)

0.5

R(1,10); Hustota pravdépodobnosti f(x)

R(1,10); Distribu¢ni funkce F(x)

0.5

20

3) Exponencialni rozdéleni Ex(A, d):

—(x-4)

X ~Ex(A, d) <=> f(x)z%e ¢, prox>0.

= 0 jinak

10
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Exponencialni rozd€leni se pouziva pro A = 0 v teorii spolehlivosti, kdy na vodorovné ose je
doba, po kterou je zatizeni v provozu (= doba do poruchy).

Specialng, pro Casty pripad rozdéleni Ex(0,d), ma hustota pravdépodobnosti jednodussi tvar

—X

L7 _poor gl
el =0, 0=~
S (x) 7€ e P

Potom
EX=1/0
DX =1/02

Momentova vytvorujici funkce y(t)=0/(0-t)

Vliv parametril na f(x)

Ex(0; 2)
0 ([ o5 | 2,5
0,6321 0,3679
Ex(0; 20)

0 ,{Iﬁ_:,_| 0,25
0,6221; 0,2678
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Ex(0; 0,1)
o 0| o
0,6321 0,3679
Ex(0,100)
o ([ o.01 | 0,05
0,6321 0,3679
F(x) pro Ex(0,100)

0 < 0,01 | 0,05

Z grafi je vidét, Ze zména parametru 6 nema velky vliv na tvar f(x).

4) Weibulovo rozdéleni W(a,b):

X ~ W(a,b) <=> f(x)=abx"" exp[-ax"];

a>0,b>0,x>0;
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W(a,b) rozdélenim se fidi naptiklad n.p. pfedstavujici dobu do poruchy zatizeni pro piipady,
kdy nevyhovuje exponencialni rozdéleni.

EX=a""T(1+b")
DX =a"[T(1+2b")-T*(1 +b™)]

Vliv parametrti na f(x)

W(10,10)
0,392 {[0.7557 | 1,1194
736138 0,5448
W(10,20)
0,6525 {[0.8676 | 1,0827
0,4426 0,5574
W(20,10)

0,3658 {[o.7050 | 1.0444

0,4552 0,5448
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Rozdéleni W(1,b)

W(1,2)
0 { o.88s52: | 2,739
0,5441 0,4559
W(1,3)
0 ([0.8929 | 2,191
0,5094 0,4906
W(1,30)

0,8178 <|@Eﬁ| 1,1450

0,4383 0,5617
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W(2,1)

W@, 1)

W(30,1)

Rozdéleni W(a,1)

¥

o (oasss ]
0,8321 0,3679

0 ([0.3333 | 1,667
0,6321 0,3679

0 ([o,0333| 0,1667

0,6321 0,2679
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5. Rozdéleni beta Beta(a, b)
X ~ Beta(a,b) <=> f(x) = B(a,b)'x*" (1-x)™"
0<x<1,a>0,b>0;

EX=a/(a+Db)
DX =ab/[(a+b+ 1) (a+b)]

f(x) u rozdéleni beta je velmi proménliva v zavislosti na volbé parametri a,b.

Beta(10,1); EX = 0,9091

//

0,5771 {[0.9000| | 1
0,3855 0,6145

:

Beta(10,10)

0,0636 {[o5 | 0,9364
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Beta(10,100)

0 {[0.09001 | 0,2001

0.5361 0,4639

Beta(100,10)

0,7999 {lg,_gﬁl 1
0,4639 0,5361

F(x) pro Beta(100,10)

0,4639

0,7999 < b,o090! | 1

J

|

l
0 ([ o5 | 1
0,4999" 0,5000

Beta (0,5;0,5)
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Beta (2,2)
D T o5 | i
0,5 0,5
Beta (2,1)
D ocese]|
0.,4444 0,5556
Beta(1,2)
o (] oam i
0,5556 0,4444
Beta (30,30)

0,2439 {[o5 | 0,7561

0,5

:
:
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6. Rozdéleni gamma I'(a,b)
X ~T'(a,b)<=> f(x)=b"[[(a)]'x* e ™*

x>0,a>0,b>0;

EX=a/b

DX =a/b’

Momentova vytvorujici funkce y(t)=[b/(b-t)]*,t<b

T2,
o ([ 2 | 7.66
0,594 0,406
I'(2,10)
0 ([o2 | 0,766
0,594 0,406
I'2;0,1)

0
0,594 0,406




Dilezité typy rozdéleni pravdépodobnosti

I(10,20)

0 ([ o5 | 1,132

0,5421 0,4579

Rozd¢leni I'(1,b) je exponencidlnim rozdélenim:

I(1,2)
(o5 |
0,8321 0,3679
I'(1,20)

0 (loos | 0,25
0,6321 0,3679
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9.3 Trida exponencialnich rozdéleni (EXP)

Definice

M¢jme ndhodnou veli¢inu Y, jejiz frekvencni funkce f (y, ) zavisi na jednom parametru 6.

f(y,0) patii do EXP, jestlize f (y,0) lze zapsat ve tvaru :

1(0,0)=s(y)-1(6)- &)

kde a, b, s, t jsou znamé funkce.

Protoze

f()=emt

1ze rovnici (1) l1ze zapsat také ve tvaru

£ (,0)=exp[ins(y) +nt(0) +a(y)-b(6)]

= exp[a(y)-b(@) +c(0)+ d(y)]

kde

c(f)=Int(0),d(y)=Ins(y)

Je-li a(y) =y, jedna se o tzv. kanonicky tvar

Véta 1

Do EXP patii z vySe uvedenych rozdéleni napt. rozdéleni N, Bi, Po, Exp a W.

Funkce a,b,c,d maji u jednotlivych rozd¢€leni tento tvar

a) Y~ (u,0%), o° povazujeme za znamy parametr.

{_ 1
20

SO, )=

—exp

(27[02)E

93
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Sy, 1) =exp [— %IH(ZMZ )- 2;2 (v- u)ﬂ

2

1 vy oy u
, 1) =exp| ——In(27z0” |- + -
ACHY) I{ 5 ( ) 25’ R

Odtud:

a=y (kanonicky tvar),

parametr 8 = p

b) Bi(l’l,ﬂ') , 1 je znamo

f(y,7) = (n}fy (- )
y

= exp {ln(nJ+yln7r+(n—y)ln(1—7r)}
y

:exp{ln(n]—ky-ln d +n1n(1—7r}
y l-x

Odtud:

a=y (kanonicky tvar), b=In "
-7
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c=n-In(l1-r), d:ln(nj
y
c) Po(8)
f00) =2 e
!

f(»,0)=exp(yIn6—6-1ny))
Odtud
a=y (kanonicky tvar)
b=In 6
c=-40
d=-Iny!

d) Exponencialni rozdéleni Ex(0)

f(3,0)=0-¢7" =exp[lnf-y-0]=

Odtud:
a=y, b=-60, c=In(d), d=0, b'=-1, c’Z%
Véta 2 (Vlastnosti EXP)
Plati:
—c'(6
Efan)]= ;(g))
bﬂg.lg_ﬂe.bfg
varla(y)] - 1) C([b?(e;]f )-416)
Vyznam véty 2

1) Prvni vztah umoziuje u kanonického tvaru ihned zjistit stfedni hodnotu a disperzi
nahodné veli¢iny Y.

2) Pomoci téchto vztahii 1ze snadno dokazat napf-.
a) Y~Po(#) =EXY)=DY)=6
b) ¥ ~ N(u,0°) = E(Y) = 4, D(Y) = 0"

¢) Y~ Bi(n,p)= E(Y)=n-p,D(Y)=n-p-(1-p)
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Useknuté rozdéleni

Definice

Ma-li X distribuéni funkeci F(x) a F(x) je nékteré ze znamych rozdéleni, ale s omezenym
oborem hodnot, napf. pro x e(a,b), provedeme tzv. useknuti rozdéleni F(x): nova distribu¢ni

funkce F;(x) je definovana pomoci funkce F(x) rovnici

F(x)-F(a)

= —F@

Xe <a,b>

2

Shrnuti pojmu kapitoly 9

V této kapitole byl proveden prehled nejvyznamnéjSich typa rozdéleni pro diskrétni a spojité
nahodné proménné. U kazdého rozdéleni je potfeba znat jeho definici, vlastnosti a graf,
pfipadné zmény grafu v zavislosti na zménach parametrui.

?

Otazky ke kapitole 9

WX kWD =

Které typy dulezitych rozdéleni diskrétnich nahodnych veli¢in znate
Kter¢ typy dulezitych rozdéleni spojitych nahodnych veli¢in znate
Jak se pocita EX pro rozdéleni Bi(n,p)

Jaky je vztah EX a DX u rozd¢€leni Po(a)

Vyjadiete p(x) dvéma zplisoby pro X diskrétni

Se kterym rozdélenim souvisi opakované nezavislé pokusy

Se kterym rozdé€lenim souvisi opakované zavislé pokusy

Jak ovliviiuji parametry N rozdéleni graf f(x)

Napiste pravidlo 3 sigma. Pro ktera rozdé¢leni plati

. Jaky je vztah funkci F(x) a ¢(x) u N rozd¢leni

. Jak zna¢ime kvantity u N rozd¢leni

. NapiSte vztah kvantitu x, a u,

. Nakreslete f(x) pro rozdéleni Fpp; tn ; % 5 EX

. Kdy patfi ndhodna proménna Y do tfidy exponencialnich rozd¢leni (EXP)
. Které rozdéleni patiici do EXP znate

. Co je useknuté rozdéleni
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- hn

:@* Ulohy ke kapitole 9

—

Vypocitejte P(—1< X <2) pro veli€inu X ~ N(1; 4).

2. Nakreslete graf f(x) pro X ~ N(1; 4).

3. Nakreslete graf f(x) a F(x) pro ndhodnou veli¢inu X ~N(1; 4)

a v grafu vyznacte p(-1<x<2)

4. X~N(0,1). Vypocitejte pravdépodobnost P(-1 < X < 3) a znazornéte-ji v grafu distribu¢ni
funkce.

9]

Nakreslete graf f(x) pro rozdéleni N(1,1).
6. Proved’te odvozeni pravidla 2 sigma.

ﬂgﬂ KLIC K RESENI KAP.9

Reseni(l):

P(-1< X <2)= @(22_1) - d)(_lz_lj =0,69146— (1-0,84134) = 0,85012

ReSeni(6):
Ma se vypocitat pravdépodobnost P(y—20 < X < p+20)

Pu-20<X<u+20)=F(u+20)-F(u-20)

:CI)(#+20_#]—CI)(#_ZG_#]:2(13(2)—1:0,9545
(o2 (e
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10. FUNKCE NAHODNE PROMENNE

@ Cas ke studiu: 5 hodin

@ Cile

a) vysvétlit pojem funkce nahodné proménné

b) ukdazat zptisob popisu funkce ndhodné proménné

c) uvést dalsi dilezité typy rozdéleni v ndvaznosti na kapitolu 9

Velmi casto jsou ndhodné proménné zavislé na jinych ndhodnych proménnych. Jestlize se
napiiklad strana ¢tverce X ndhodné méni, pak také jeho obsah P je ndhodné proménlivy.
Jelikoz P zavisi na X, je P funkci X, tedy P = f(X). P jakoZto ndhodnéd proménna mé vSechny
nalezitosti, tj. obor hodnot, zdkon rozdéleni a Ciselné charakteristiky. V této kapitole se
budeme zabyvat problematikou nalezeni zakona rozd€leni P, obecné Y, je li zndm zakon
rozdéleni X.

LL] Vyklad

10.1 Zakon rozdéleni funkce nahodné proménné

Véta 1

Necht’ nahodné veli¢ina Y je funkci nahodné veli¢iny X: Y = t(X) a X~f(x). Ozna¢me g(y)
hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y a G(y) jeji distribuéni funkci. x =7 (v) je
inverzni funkce k Y = t(X).

Potom hustota g(y) se nalezne

a) pro t rostouci

g = eI )
(1)
b) pro t klesajici je
g =t -7 |
2)
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Vzorec pouZitelny pro oba piipady je

g =fle()]

7'(y)
(3)

Jestlize inverzni funkce x = (y) neni jednoznacnd, tzn. jedné hodnoté¢ y odpovida nékolik
hodnot x, napt. x, =7,(y),....x, =7,(y), pak

s»=3 7l

()

4)
Piiklad 1
Y =a+bX , X~N(, 6%). Nalezndte g(y).
Reseni:
Mezi Y a X je linearni zavislost vyjadiena (realnou) funkci y = a + bx.

Inverzni funkce je tedy x = yb;a =7(y) ajeji derivace 7'(y) =bl

—(x—p)?
e 252

Protoze X~N(p, 6°), je f(x) = !
o271

g(y) ziskdme dosazenim do (1):

| e | N (0190
e ¥ =
b

g(y)=a o

Je tedy vidét, ze také Y méa normalni rozdéleni N(a + u,b’c”).

10.2 Ciselné charakteristiky funkce nahodné proménné

Véta 2
Jestlize Y = t(X), X~f(x), Y~g(y), potom stfedni hodnota Y je

a) pro spojitou nahodnou veli¢inu Y
EY = j t(x) £ (x)dx

()
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Funkce nahodné proménné

b) pro diskrétni nahodnou veli¢inu Y

EY =) 1(x)p(x)

Véta 3
Jestlize Y = t(X), X~f(x), Y~g(y), potom k-t¢ momenty

pro spojitou ndhodnou veli¢inu se urci

©

u, = [l Jreax

-0

v = [[1x) = i) f(x)ax

10.3 Momentova vytvorujici funkce

Definice 1

Ma-li funkce ndhodné veli€iny tvar

Xt
Y=e"

2

(6)

(7)

(8)

)

pak stfedni hodnota této funkce EY je funkce redlné¢ proménné t , znaci se y(t) a nazyva se

momentové vytvorujici funkce.

Nalezne se pomoci véty 2 takto:

a) pro spojitou veli¢inu

y(t)=EY = Ee™ = Tex’f(x)dx

b) pro diskrétni velic¢inu

y(t) = e" p(x)
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Funkce nahodné proménné

Priklad 2
a) Jestlize X ~ N(u,o?), potom

2.2

wt+

yy=e 2
b) Jestlize X ~ Bi(n, p), potom

y(t)=(q+ pe')
kdeq=1-p

Momentova vytvortujici funkce ma fadu zajimavych vlastnosti.
Véta 4 (vlastnosti momentové vytvorujici funkce)

1) y*(0) = 4, , tzn. k-ta derivace v bod¢ nula piedstavuje k-ty obecny

moment.

2) Momentova vytvotujici funkce souctu ndhodnych veli¢in je rovna
soucinu momentovych vytvotujicich funkeci:

Jestlize X; ~ yi(t), potom

S, ~ ‘"1 .(0)
i=1 i=
(10)
10.4 Diilezita rozdéleni funkce nahodné proménné
1) Logaritmicko normalni rozdéleni LN (u,o):
_(lnlf—!!)z
Y~ LN(wo) & /() =——-e 207 |y >0
y.oN2x
(11)

Charakteristiky:

2

e
H+—— 2 2
EX=e ?, DX=e¥"?7 -
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Funkce nahodné proménné

Véta s

Jestlize X ~N(p,0%)a ¥ = eX,

pak ndhodna proménnd Y ma rozdéleni LN(u,0) .

Poznidmka

Rovnici f(x) pro LN(u,0) nalezneme pomoci vzorce (1) stejné, jako v uvedeném piiklade.

Vliv parametril na f(x)

LN(0;1)
01,6487 | 10,29
0,6915 0,3085
LN(0; 0,1)
0 {[r.o512 | 2,415
0,5628 0,4372
LN(0;0,01)

0,602 {[1.0050 | 1,408

0,5199 0,4801
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Funkce nahodné proménné

LN(1;2)

{[7.3800 | 82,1
0,7602 0,2398

2) Pearsonovo rozdé€leni ;(,21 (chi kvadrat):

X ~ ;(,% o f(x) =2 [T2)]" x"P? ™ x>0;

EX=n, DX=2n
Momentova vytvorujici funkce y(t) = (1 - 2t)™?

Véta 6

Maji-li ndhodné proménné X; , 1= 1,2,...,n rozdéleni N(0,1) a jsou-li nezavislé, pak ndhodna
proménna

~

I
»—AME

M

(12)

ma rozdéleni ;2 s n stupni volnosti.

Pokud maji ndhodné proménné X; rozdéleni N(,ul.,o'z), pak Y ma tzv. necentrdl-ni rozdéleni

chi-kvadrat, které se oznacuje ;(5 4 A jekoeficient necentrality.

Vliv parametru n na f(x)
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Funkce nahodné proménné

X

Xio

o l_'_ | 6,66
0.6827 0,3173

o2 | o
0,8321 0,3679

© s |

0 ([ 10 | 27,89

|D,5595 0,4405
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Funkce nahodné proménné

Xso

10 ([ s0 | 90

0,5266 0,4734

3) Studentovo rozdéleni t,:

X ~ty = f(x) = [[(n+1)/2] [T @2)]" (am)y" (1 + x>my D2
EX=0
DX =n(n-2)"

Vztah t, s Fiyn rozdélenim:

Véta 7

Ma4-li ndhodna proménné X; rozd&leni N(0,1) a ndhodna proménna X, rozd€leni 42 a jsou-li
X a X, nezavislé, pak ndhodna proménna

(13)
ma Studentovo rozdéleni t, s n stupni volnosti.

Pokud ma nahodna proménna X; obecné normalni rozdéleni N(yi,az) a X, rozdéleni ;(,%,

pak Y ma tzv. necentrdlni Studentovo rozdéleni ¢ ,.
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Funkce nahodné proménné

Vliv parametrii na f(x)

-5,16 <| 0 | 5,16

ts 0.5 0.5

Distribu¢ni funkce pro ts

|D,5

-5,16 (o | 5,16

4,47 {J o | 4,47
LE 0.5

tio

-4.082 < I_D_ | 4,082
tso 0,5 0,3
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Funkce nahodné proménné

4,041 <(“5“| 4,041

3

:
:

t100

-4,008

t500 0.3 3

4,008

.
:

4) Fischerovo - Snedecorovo rozdéleni Fp,,

X~Fmn&
f(x) = T[(m+n)/2] [T (m/2) T @/2)]" (m/n)™"? x 272 [1+mx/m] ™2

x>0,mn=12,...;

EX=n/(n-2)
DX =2n’(m+n-2)/[m(n-2)(n-4)]

Véta 8
Ma-1i ndhodna proménna X; rozdeleni Z;%, a X, rozdéleni zﬁ a jsou-li X; a X, nezavislé, pak
nahodné proménna

X

—
X

S

(14)
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Funkce nahodné proménné

ma Fischerovo - Snedecorovo rozdéleni Fy,, (stupné volnosti m,n). Pokud ma ndhodna
. 1 ot a2 ot . o
proménna X; necentralni rozdéleni y, , a X, rozd€leni ,2 , pak Y ma tzv. necentralni

Fischerovo rozdeéleni r
m’n’

Vliv parametrii na f(x)

F10,20
0 { 1,1 l_ | 3,74
|9953|3 0,4007
F20,10
o ([r2s | 4,666
0,6307 0,3693
Fi,10

{[1.25 | 9,91

0,7103 0,2897
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Funkce nahodné proménné

Aproximace rozdé€leni chi-kvadrat

Véta 9 (vztah rozdéleni P, (1) a (¥5c.p) )

Je-1i F distribuéni funkce rozd&leni chi-kvadrat s 2(c+1) stupni volnosti ( ;(22(C+1)) , pak plati

c A 1i
3 ""1 —1-F(24)
1!

i=0

Tato véta ma uplatnéni napt. ve statistické piejimce.

2 Shrnuti pojmu kapitoly 10

V této kapitole byl podan obecny navod k nalezeni zakona rozdéleni pravdépodobnosti funkce
jedné ndhodné proménné a byly také uvedeny nejvyznamnéjsi typy funkei nahodnych
proménnych. Jsou uvedeny v kapitole 10.4 a jejich znalost je pro potfeby matematické
statistiky zasadni.

€) | Otazky ke Kkapitole 10

e

1. Které informace jsou potiebné k nalezeni zakona rozdé€leni Y, je-1i Y = t(X)
2. Napiste vzorec pro nalezeni hustoty g(y) funkce Y = t(X)

3. Naleznéte g(y), jestlize ¥ = a +bX , X~N(u, ¢°)

4. Jak se vypocita EY, jestlize Y = t(X), X~f(x), Y~g(y)

5. Napiste definici momentové vytvortujici funkce

6. Uved’te vlastnosti momentové vytvorujici funkce

7. Napiste momentovou vytvoiujici funkci X, jestlize X ~ N(u,c?)

8. NapiSte momentovou vytvortujici funkci X, jestlize X ~ Bi(n, p)

9. Jak lze vytvotit LN rozdé¢leni
10. Nakreslete graf LN rozd¢leni
11. Jak Ize vytvorit t, rozdéleni
12. Nakreslete graf t, rozd¢leni
13. Jak 1ze vytvotit Fy, , rozdéleni
14. Nakreslete graf F,, , rozdéleni

15. Jak lze vytvotit 52 rozdéleni

16. Nakreslete graf ;2 rozdé&leni
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Funkce nahodné proménné

:@’: Ulohy ke kapitole 10

- hn

1. Y =5X +2, X marozdéleni N(u,0°).

Urcete rozdéleni a charakteristiky veli¢iny Y.
2.Y = X%, X mé rozd&leni N(0,1). Ur&it g(y).
3. Dokazte: Jestlize y _ i“'X' a X; maji rozd&leni N(u,,c°),
i=1

potom
Y~NQ au,Y a'o})-

4. Napiste momentovou vytvoiujici funkci pro rozdéleni

a)N(u,0”) b)N(2,9)

6. Dokazte, Ze momentova vytvorujici funkce (MVF) souctu NV se

rovna sou¢inu MVF téchto NV.

7. Vyuzijte znamé vlastnosti y(t) k nalezeni momentové vytvorujici

funkce veli¢iny Y = X, + Xy, jestlize X; ~N(1;4)a X, ~N(2;9).

8. M¢jme ndhodné veliiny Z, ~ N(0,1), Z, ~ y2. S pouzitim téchto

nahodnych veli¢in vytvoite nahodnou veli¢inu X ~ 7/ a Y ~ ts.
9. Nakreslete pfiblizny tvar hustoty pravdépodobnosti f(x) pro a)y;, b)y2, c)t,

10. Nakreslete hustotu pravdépodobnosti rozdéleni Fo 3, t3 a 47
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Nahodny vektor

11. NAHODNY VEKTOR

@ Cas ke studiu: 4 hodiny

Cil
o,

b) objasnit dvé nejvyznamnéjsi rozdéleni ndhodného vektoru: vicerozmérné
normalni rozdéleni a multinomické rozdéleni

ukéazat zplsoby popisu ndhodného vektoru, zejména pomoci Ciselnych
charakteristik

V matematické statistice je ndhodny vybér modelovan pomoci ndhodného vektoru. Kapitola o
nahodnych vektorech je proto teoretickym zdkladem pro zpracovani vybérovych soubort.

Poznatky o nahodnych vektorech jsou zobecnénim poznatkii o ndhodnych proménnych. Rada
pojmi je velmi podobnych. Je proto velmi vhodné, zopakovat si pied studiem této kapitoly,
kapitolu 7.

LL] Vyklad

Definice 1
Jsou-li Xi,...,X,, ndhodné veli¢iny, pak sloupcovy vektor (matice px1)
prl = (Xla ce 7XP)T

se nazyva nahodny vektor.

Néhodny vektor 1ze popsat

a) pomoci funkci
b) pomoci ¢iselnych charakteristik

Dale budou uvedeny funkce pro dvourozmérny vektor (X, X»)" resp. (X,Y)' a &iselné
charakteristiky obecné, pro vektor (Xi,.. .,Xp)T
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Nahodny vektor

11.1 Popis nahodného vektoru pomoci funkeci

Pouzivaji se stejné funkce jako u ndhodné veliCiny: p, f, F. RozliSuje se ale, jsou-li urceny
pro popis vektoru = sdruzené (simultanni) funkce, nebo jednotlivych ndhodnych veli¢in =
marginalni funkce.

Definice 2 (simultanni funkce)

a) p(x,y) =P( X =x, Y =y) je sdruzena pravdépodobnostni funkce

b) F(x,y) = P( X <x, Y <y) je sdruzena distribucni funkce

S F(x,y)

9) f(an/)=W

je sdruzena hustota pravdépodobnosti

Vztah distribu¢ni funkce a hustoty pravdépodobnosti je obdobny jako u ndhodné proménné

Feo) = [ [ £ pdsdy = [[ £ x vy

—00—00

F(x,y) lze pouzit také k vypoctu pravdépodobnosti P(x < X <x+Ax,y<Y < y+Ay),

podobné jako pro X pravdépodobnost P(x < X < x+ Ax).

Véta 1
Px<X<x+Ax,y<Y<y+Ay)=

=F(x+Ax,y+Ay) = F(x,y + Ay) = F(x + Ax, y) = F(x, y)
Definice 3 (marginalni funkce)
a) Fi(x)=P(X<x)

b) Fa(y)=P(Y <y)

0 -0
dF.
0 f()=5W

dy
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Véta 2 (o vztahu simultannich a margindlnich funkci)

Fi(x) =P(X <x)=1im F(x,y) pro y — o
Fa(y) = P(Y <y) =lim F(x,y) pro x —> o

Marginalni distribucni funkce Ize také pocitat podle znamych vztaht

Fi(x) = [ fi(x)dx

F,(0) = [ £,(»)dy

Marginalni hustota pravdépodobnosti se také mize pocitat dvéma zplisoby

dF, (x)

S0 === j S (x,)dy

dF’ (y)

L) === f S (x,y)dx

Ttetim typem funkci u ndhodnych vektort jsou podminéné funkce.

Definice 4 (podminénd hustota pravdépodobnosti)

VACS))
NH(x|y)==——= 7.0

_JS(xy)
SH(r[x) e

V dalsim se nebudeme zabyvat popisem nahodnych vektort pomoci uvedenych funkci. Proto
nejsou ani ¢islovany.
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Nahodny vektor

11.2 Ciselné charakteristiky nahodného vektoru
Definice 5 (momentové charakteristiky).

Necht’ (X,Y)" je nahodny vektor se simultanni pravdépodobnostni funkei p(x,y).

a) Obecny moment fadu k + s pro (diskrétni) nahodny vektor (X,Y)" je

My =2 > x"y p(x,y)
x oy

(1)
b) Centralni moment fadu k + s pro (diskrétni) ndhodny vektor (X,Y)" je definovan
vztahem
Vis = Z Z (x— ﬂl,o)k (- Ho ) p(x,y)
x oy
)
Prakticky se pouzivaji pro vektor (X,Y)" tyto momenty:
1. Stiedni hodnoty (prvni obecné momenty)
EX=p, a EY=pu,
3)
2. Disperze (druhé centralni momenty; uvadime riizna znaceni)
E(X-EX)’=DX=v,, =0,
E(Y-EY)'=DY=v,, =0,
(4)
3. Kovariance (druhy smiSeny centralni moment)
cov(X,Y)=E(X —EX)Y -EY)=v,, =0y,
)

Pti znaCeni vektoru X = (X, Xj)T piSeme
cov(X,;,X,)=0, =E(X, -EX,) (X, -EX))
Specialné

cov(X,, X)) = E(X, - EX )(X, - EX,)=DX, =0, = Giz
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Nahodny vektor

4. Koeficient korelace

_cov(X,Y)

Xy
Oy.0y

(6)

Véta 3 (vyjadieni centralnich momenti pomoci obecnych momentit)

Stejné jako u ndhodné proménné plati 1 zde vztahy mezi obecnymi a centralnimi momenty:
2 2
a) oy = Voo =Moo —Hip
2 _ 2
b) o, = Voo = Hor — Mo,

C) Oxy =V = My — Moty

Véta 4 (vlastnosti kovariance)

Jsou-li X a Y nezavislé ndhodné veli¢iny, potom cov(X,Y) = 0.

Poznamky:
a)  zveéty plyne, ze potom také p =0
b)  obracené tvrzeni (je-li p =0, jsou X a Y nezavislé) neplati.

Véta 5 (vlastnosti koeficientu korelace)

Jestlize Y =a+4.X, potom
a) pyy=+lpro >0

b) pyy=—1pro <0
p - rozmérné vektory

Definice 6
Necht X = (X4,.. .,Xp)T aY=(Yy,..., Yq)T jsou ndhodné vektory.

a) Stredni hodnota ndhodného vektoru X je vektor sttednich hodnot ndhodnych veli¢in:
EX = (EX,,..., EX,)"
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b) Varian¢ni matice je matice kovarianci ndhodnych veli¢in X;, X;
var(X) = [cov(Xi,Xj)] = [o3]

c) Kovarian¢ni matice je matice kovarianci ndhodnych veli¢in Xj, Y;

cov(X,Y) = [cov(X;,Y))]
Poznamka: cov(X,X) = var(X)

Véta 6 (o zpusobu nalezeni varian¢ni matice)
var(X) = E(X - EX)(X - EX)"
(7)
Véta 7 (vlastnosti EX a var X)
Je-li Y = A + BX, kde X je ndhodny vektor nx1, A je ¢iselnd matice mx1, B je ¢iselnd matice

m X n, potom plati

a) EY=A +BEX
b) varY =B varX B"

(8)
11.3 Dulezité typy rozdéleni nahodnych vektori

Uvedeme definice a vlastnosti téchto rozdéleni:

a) multinomické rozdé€leni (zobecnéni binomického)

b) vicerozmérné hypergeometrické rozdéleni (zobecnéni hypergeometrického)
¢) vicerozmérné normalni rozdéleni

Multinomické rozdéleni

Definice 7

M¢jme pokus s moznymi vysledky (jevy) Xi, Xa,..., Xs které nastanou s pravdépodobnostmi py,
P2,-.., Ps. Pravdépodobnost, ze pti n opakovanich pokusu nastane jev x; celkem n; -krat, ...,
x5 celkem ng -krat v urcitéem poradi je

nl__n2 ns
Py Py Py
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Pocet vSech moznych potadi je dan poctem permutaci z n prvkil, mezi nimiz je nj,ny,...,Ng
stejnych:
n!

n'n,!..n!

Pravdépodobnost, Ze jevy xi,...,Xs nastanou postupné n; krat, ..., ng krat v libovolném poradi
je
n!

_ . nl _ n2 ns __ s
P=————p' .py..p; =nlIl_,
n'n,!..n!

ni
D;
n.!

1
Bude-li ndhodna proménnd X, pfedstavovat pocet vyskytu jevu xi,..., X pocet vyskytu jevu
X5, mizeme psat
P(X,=n,.,.X,=n)= —n.pl”l.p;z...pf“'

9)

Jestlize ndhodny vektor X = (X,,...,Xs)" nabyva hodnoty (ny,...,ns) s pravdépodobnosti podle
vzorce (9) fikdme, ze X ma multinomické rozd¢€leni.

vvvvv

Nasledujici véty jsou zdkladem testu chi-kvadrat, kontingen¢nich tabulek a dalSich testl ve
statistice.

Véta 8

Jestlize vektor X = (X,...,Xi)" méa multinomické rozdélent, pak ndhodna veli¢ina

Zk: (X i —N-DP; )2
i=1 n.p;
(10)
ma pii n — oo asymptoticky rozdéleni y; .

Zjisténym hodnotam veli¢in Xi,..., Xy se fika empirické Cetnosti (a znaci se ve statistice n;),
¢isla n.py,...,n.px se nazyvaji teoretické cetnosti.

Tato véta je napf. zdkladem testu chi kvadrat.
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Casto jsou pravdépodobnosti pi,...,px uvazovaného multinomického rozdé€leni zavislé na
nezndmych parametrech (ay,...,an). Potom bude mit véta 8 nésledujici tvar.

Véta 9
Mame-li k pravdépodobnosti zavislych na m parametrech (ai,...,an) = a, tj.

pi(a), ..., px(a), pak ndhodna veli¢ina

2

- (X, —n.p,(a))
; n.p,(a)

(11)

2
mé pii n — o asymptoticky rozdéleni A g—m—1 .
Vicerozmérné hypergeometrické rozdéleni

Definice 8

Necht’ je mezi N prvky M, prvniho druhu,...,M; s-tého druhu. Nahodné se vybere n prvki a hleda se
pravdépodobnost, Ze n; je prvniho druhu,..., ng je s-t€ho druhu. Nahodna veli¢ina Xi pfedstavuje pocet
vyskytl prvkl i-tého druhu.

Jestlize nahodny vektor X = (X,,...,Xs)" nabyva hodnoty (n,...,n,) s pravdépodobnosti

Gl o)
P(Xl =n1""’Xs=ns): ol n]2v 1
)

fikame, ze X ma vicerozmérné hypergeometrické rozdéleni.

(12)

Vicerozmérné normalni rozdéleni

Definice 9

Mgjme nahodny vektor X = (Xi,....Xs)" s vektorem stfednich hodnot w= ) a
varianéni matici V. Rekneme, e X ma n rozmémé normalni rozdéleni s parametry (u,V),

jestlize kazda linearni kombinace Xj,...,X, (a proto i kazdé X;) m& normalni rozdéleni, t;.
jestlize pro libovolny vektor ¢ = (c,...,ca)" plati

"X ~N(c"u,c've).
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PiSeme

X~ N, (V)

Hustota pravdépodobnosti pro X ~ N, (x,V) ma tvar,

1 -y v (-
J(x)= (27[)”/2‘1/‘1/2 e’

(13)

Pro n =1 dostavame z (13) rovnici Gaussovy kiivky.

Véta 10
Jestlize X ~ N, (u,V),pak EX = y,var X =V .

Véta 11

Je-li X = (Xi,...,X,)" nahodny vektor s rozd&lenim X ~ N,(1,V), A je Ciselnd matice mx1, B
je ¢iselnd matice m x n, pak ndhodny vektor Y = A + BX ma rozdéleni

N(A + By, BVB')

Poznamka

Tato véta je analogii k vété o rozdéleni veli¢iny Y = a + b.X, kdyz X mé rozdé&leni N(u,c°).

Véta 12
Mg¢&jme nahodny vektor X ~ N, (u,V) .Pak ndhodna veli¢ina (X — u)" V™ (X - 1), kde h(V) =k
(V ma hodnost k) a V™ je pseudoinverzni matice, ma rozdéleni y; .

Existuje-li k matici V inverze, 1ze pseudoinverzni matici V nahradit touto inverzi.
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2 Shrnuti kapitoly 11

V posledni kapitole tohoto textu byly vysvétleny zptisoby popisu nahodného vektoru. Zvlasté
vyznamné z hlediska matematické statistiky jsou Ciselné charakteristiky, zejména varianéni
matice. Je potieba znat jeji definici, zplisob vypoctu a vlastnosti. Vyznamné aplikace maji
také multinomické rozdé€leni a vicerozmérné normalni rozdé€leni.

€) | Otazky ke kapitole 11

1. Definujte ndhodny vektor

2. Napiste defini¢ni rovnice funkci, slouzicich k popisu nahodného vektoru

3. Napiste definici varian¢ni matice

4. Jak se pocita varian¢ni matice

5. Uvedte vlastnosti variancni matice. Uved’te analogickou vlastnost pro nahodnou
proménnou.

6. Jak se pocita obecny (centralni moment fadu k,s

7. Jak se pocita kovariance

8. Uvedte tfi centrdlni momenty druhého fadu a vyjadiete je mopomi obecnych
momentd

9. Jak se pocita koeficient korelace

10. Uved'te vlastnosti koeficientu korelace

11. Definujte multinomické rozdéleni

12. Definujte vicerozmérné normalni rozdéleni

- ~

:@’: Ulohy ke kapitole 11

1. Dokazte (dosazenim a vypoétem), Ze var X = E(X-EX)(X-EX)', jestlize

X
H X,

Dokazte, z¢ var B.X =B varX B' ; B je matice ¢isel, X je nahodny vektor.
Jak se po&ita varianéni matice pro nahodny vektor (Xi,...,Xs)"

Jaké vlastnosti ma varian¢ni matice

A

Dokazte vlastnosti koeficientu korelace p(X,Y)
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